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K. Wolf zum 60. Geburtstag. 


Karl Wolf wurde am 13. November 1886 in Bielitz im damaligen Osterreichisch- 
Schlesien als Sohn eines Gymnasialprofessors geboren. Nach Beendigung seiner Gymnasial- 
studien iibersiedelie er 1905 nach Wien, wo er seine Studien an der Universitit und an 
der Technischen Hochschule aufnahm, die er 1909 mit der Ablegung der Priifung fir 
das Lehramt Mathematik und Physik beendete. Ein Jahr spidter promovierte er an der 
Wiener Universitat zum Doktor der Philosophie. 

Nach einer kurzen Tétigkeit im damaligen Gradmessungsamt wurde Wolf im Jahre 1911 
Assistent der Lehrkanzel fiir reine Mechanik an der Technischen Hochschule in Wien. 

Der Ausbruch des ersten Weltkrieges veranlapte Wolf, seine akademische Laufbahn 
zundchst zu unterbrechen. Er meldete sich freiwillig zur Kriegsdienstleistung und wurde 
dem technischen Militérkomitee zugeteilt, wo er schlieBlich die Charge eines Landsturm- 
ingenieuroberleutnants erreichte. Er fand aber trotedem noch Zeit, sich im Jahre 1915 
an der Technischen Hochschule in Wien fiir das Gesamtgebiet der technischen Mechanik 
zu habilitieren. 

1922 wurde Wolf, der schon 1919 die vertretungsweise Leitung der Lehrkanzel fiir 
allgemeine Mechanik und graphische Statik tibernommen hatte, mit dem Titel eines 
ordentlichen Professors ausgezerchnet, 1924 wurde er zum Ordinarius ernannt, nachdem 
er inzwischen fiir die Lehrkanzel Mechamk an der Technischen Hochschule in Briinn 
vorgeschlagen worden war. 

Schon wihrend seiner Assistentenzert begann Wolf sich wissenschaftlich zu betdtigen. 
Als erste Arbeiten erschienen 1913 und 1914 in den Sitzungsberichten der Wiener Akademie 
der Wissenschaften ,,Uber das Saint-Venant-Prinzip bei Balkenproblemen“ und ,,Zur 
Integration A AF =O durch Polynome im Falle des Stawmauerproblems. Die Hr- 
gebnisse der letzteren Arbeit wurden in der Enzyklopdidie der mathematischen Wissen- 
schaften von Prof. Wieghardt in einem Artikel iiber die Statik der Baukonstruktionen 
eingehend dargelegt. Die in den Jahren 1916 und 1917 in den Mitterlungen des Gegen- 
standes des Art.- und Geniewesens verdffentlichten Aufsdtze ,,Hinflup des Luftdruckes 
auf die Brenngeschwindigkeit eines Ziinders* wnd Uber die Herstellung einer Luft- 
schieBtafel’ waren ebenso wie die Arbeit ,,Hinflup der Hinspannung auf die Torsion 
eines Vollzylinders‘, Sitzungsberichte der Wiener Akademie der Wissenschaften, 1917, 
offenbar durch die Tatigkeit beim technischen Militérkomitee angeregt. Aber bald nach 
Wiederaufnahme seiner Lehrtitigkeit wendete sich Wolf wieder der Theorie der Hlastizitits- 
und. Festigkeitslehre zu. Seine Beitrage zur ebenen Hlastizitdtstheorre: 1. ,,Hinflup eines 
elliptischen Loches bzw. Spaltes auf einen einachsigen Spannungszustand™, Zeitschrift 
fiir technische Physik 1921, II. ,,Hinflup eines Loches bzw. Spaltes auf den Spannungs- 
zustand im Falle der reinen und der zusammengesetzten Biegung eines Balkens‘‘, Zeit- 
schrift fiir technische Physik 1922, ILI. ,,Zur Spannungsverteilung im eimem Gewolbe“, 
Zeitschrift fiir technische Physik 1923 fanden allgemein Interesse und Anerkennung. 


Insbesondere die Ergebnisse des ersten dieser Beitrage, der eine erstmalige exakte Behand- 
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lung des Problemes darstellt, wurde in Lehrbiichern und Handbiichern, unter anderem 
auch von Féppl, ausfiihrlich behandelt. Nun folgen die Arbeiten ,,Zur Bruchtheorie von 
A. Griffith: und ,,Schwingungen elastischer Seile“ in der Zeitschrift fur Angewandte 
Mathematik und Mechanik 1923 und 1927 und ein Aufsatz ,,Luftbewegung in Hohlen“ 
in der Zeitschrift fir Héhlenkunde. Im Jahr2 1931 erschien das ,,Lehrbuch der Techni- 
schen Mechanik starrer Systeme, Springer-Verlag Wien, das in der Fachwelt sehr gut 
aufgenommen und auch von den Studenten in Deutschland gerne beniitat wurde. H amel 
schreibt dariiber in seiner Rezension in der Zeitschrift fiir Angewandte Mathematik und 
Mechanik: ,,Man darf es eines der besten technischen Mechaniken nennen, die es im 
Deutschland gibt, es ist recht sorgfédltig, klar und flissig geschrieben“. Das Buch hat 
tatstichlich eine persénliche Note und Wolf ist ein Meister in der Formulierung der Grund- 
begriffe. Auger kleineren Veréffentlichungen und Rezensionen sollen an weiteren Arberten 
noch erwihnt werden: ,,Schwingungen eines elastischen Streifens“*, Sitzungsberichte der 
Wiener Akademie der Wissenschaften 1935, und ,,Ausbreitung der Kraft in der Halb- 
ebene und im Halbraum bei anisotropem Material”, Zeitschrift fir Angewandte Mathe- 
matik und Mechanik 1935, eine Arbeit, die in der Fachliteratur vielfach zitiert und von 
anderen Autoren, unter anderem auch in Japan in englischer Sprache, als Grundlage 
fiir weitere Arbeiten beniitzt wurde. 

Im Jahre 19388 ereilte Wolf mitten in seiner Amtstiatigkeit als Dekan der Fakultit 
fir Bauingenieurwesen das Schicksal so vieler trewer Osterreicher; er wurde mit gekiurzter 
Pension in den Ruhestand versetzt. Aber der Mangel an so hervorragenden Fachleuten 
brachte es mit sich, dafB Wolf schon bald darauf seone Kenntnisse in der Industrie ver- 
werten konnte. Seine Arbeit ,,Kreiszylindrische Behidlter auf nachgiebiger Grundlage*, 
Ingenieur-Archiv 1942, legt Zeugnis dafiir ab, daf er es verstanden hat, seine wissenschaft- 
liche Begabung der Praxis nutzbar zu machen, die thm anderseits die Anregung gegeben 
hatte. Eine weitere Arbeit aus dieser Zeit ,,Die Beanspruchung der Motorenlager bei 
der Landung von Flugzeugen“ ist inzwischen in dem neu erschienenen Osterreichischen 
Ingenieur-Archiv 1946, H. 1/2 gedruckt worden. 

Die wieder befreite Hevmat findet Wolf als einen der ersten an seiner friiheren Arbeits- 
stiitte. Mit unermiidlichem Hifer und ungebrochenem Optimismus arbeitet Wolf an dem 
Wiederaufbau der Technischen Hochschule in Wien, zu deren Rector magnificus er 
fir das Studienjahr 1946/47 gewaéhlt wurde. Trotz der schweren Belastung, mit der die 
Tétigket als akademischer Funktionér und Lehrer heute verbunden ist, findet Wolf 
aber wmmer noch Zeit fiir wissenschaftliche Arbeit. Hr beendet die Neubearbeitung der 
zweiten Auflage seines Lehrbuches und stellt sich auperdem gelegentlich des Wiederauf- 
lebens des dsterreichischen Zeitschriftenwesens als Schriftleiter fiir das Osterreichische 
Ingenieur-Archiv zur Verfiigung. Die Osterreichische Akademie der Wissenschaften 
ehrt thn durch die Wahl zum korrespondierenden Mitglied. 

Wolf ast ein allgemein belebter Lehrer, ein stets aufrichtiger und hilfsbereiter Kollege 
und ein Mann von groper menschlicher Gite. Die Mitarbeiter dieses Heftes schlieBen 
sich den Wiinschen seiner vielen Freunde und Schiiler an: Mége es ihm vergonnt sein, 
der Wissenschaft noch viele Jahre in voller Gesundheit und mit ungebrochener Energie 
zu dienen. 


Technische Hochschule Wien, 
Institut fir Strémungslehre. F. Magyar. 


Uber eine Zustandsgleichung mit Beriicksichtigung 
des kritischen Koeffizienten. 


Von (©. Kimmerer, Wien. 
Mit 5 Textabbildungen. 


A. Einleitung. (Die Waalssche Zustandsgleichung.) 


Unter den theoretisch abgeleiteten Zustandsgleichungen ist die van der Waalssche 

am bekanntesten. Sie ist beziiglich v vom dritten Grad und lautet: 
pe leg a 

Seay aed TPE (1) 

Hierin bedeuten: p den absoluten Druck in kg/m?; v das spezifische Volumen in m3/kg; 

T’ die absolute Temperatur in Grad Kelvin; R,, a und b Konstanten, die sich aus dem 

Verlauf der kritischen Isotherme im kritischen Punkt ergeben und folgenden drei 

Bedingungsgleichungen geniigen miissen: I. der Zustandsgleichung, II. der Bedingung 

ap 


(=),= 0, fir p = p, und TJ = T; (waagrechte Tangente im kritischen Punkt), 


III. der Bedingung (5), = 0, fir p = p, und T = T', (kritischer Punkt = Wende- 
punkt); p;, v;, 7, die kritischen Daten. 


Das Glied 5 soll den durch die ungeordnete Molekularbewegung verursachten 


, thermiscbhen AbstoBungsdruck“ und das Glied a/v? den durch molekulare Anziehung 
bedingten ,,Kohasionsdruck“ darstellen. Aus den Bedingungen I, II, und III erhalt 
man die drei Konstanten wie folgt: 


a= 3 Dx v2, b a v,/3, ava a se. 
In dimensionsloser Form geschrieben, lautet Gl. (1): 
Mes Ts 3 
Px ete Moen eC (la) 


j v T f j 3 3 
wenn mit p, = P eile Ss und) a= Tr die reduzierten oder dimensionslosen 


Drucke, Volumina und Temperaturen bozeichnet werden. 

Tragt man die reduzierten Drucke p, iiber den reduzierten oder dimensionslosen 
Volumina v, auf, so erhalt man nach Gl. (la) ein fiir alle Stoffe gleich aussehendes 
Isothermennetz, da in Gl. (la) weder die Gaskonstante bzw. das Molekulargewicht 
noch die kritischen Daten enthalten sind. 

Zustanden verschiedener Stoffe, aber mit gleichem p, und v, (sog. korrespondieren- 
den Zustanden) miiBte nach Gl. (1a) dieselbe dimensionslose Temperatur entsprechen. 
Dieses als ,,Korrespondenzprinzip“’ bekannte Gesetz stellt aber nur eine grobe An- 
naherung an die wirklichen Verhaltnisse dar. 
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Neben ihren glinzenden Erfolgen hat die van der Waalssche Formel schon aus 
diesem Grunde gewisse Unstimmigkeiten und Unzulanglichkeiten aufzuweisen, die 
den Ausgangspunkt fiir die vorliegende Betrachtung bilden sollen. 

1. So miiBte die Formel (1) fiir groBe Volumina in die Gleichung des idealen Gases: 


as — (2) 


: k : ‘ 
iibergehen, wenn mit R& die spezielle Gaskonstante in fee bezeichnet wird. 


Statt dessen erhalt man aus (1) die Beziehung: 
en pee 
pe (@—)) | 
Da die Konstante R, mit der speziellen Gaskonstante R nicht identisch ist, stimmen 
die rechten Gleichungsseiten weder im Zahler noch im Nenner genau iiberein. 

2. Bei Erreichung des Volumens 6 wiirde nach Gl. (1) der 4uBere Druck p unendlich 
groB werden, was den Anschauungen tiber die Struktur der Materie widerspricht, 
wonach der Druck p erst beim Volumen Null unendlich groB werden kénnte. 

3. Beim Nullpunkt der Temperatur ware nach Gl. (1): 


(» + 4] @—8) =0. 


Diese Beziehung ist fiir positive Driicke p (nicht Zugbeanspruchungen) nur erfiillbar, 
wenn (v—b) =0 oder das Volumen v = 0, d. h. konstant, der Stoff also nicht 
zusammendriickbar ist. Nun ist aber auch beim absoluten Nullpunkt die Materie 
noch immer als kompressibel zu betrachten, so daB auch in diesem Punkt eine grund- 
sitzliche Unstimmigkeit besteht. 

4. SchlieBlich kann als gesichert gelten, da’ neben den Anziehungskraften der 
Molekiile (der Kohasion) auch molekulare AbstoBungskrafte wirksam sind, die aber 
in Gl. (1) ebenso wie die Temperaturabhangigkeit des Kohasionsdruckes nicht be- 
riicksichtigt sind. 


B. Untersuchung einer anderen Zustandsgleichung. 


In dem Bestreben, die angefiihrten Unstimmigkeiten zu vermeiden, gleichzeitig 
aber die EKinfachheit und Ubersichtlichkeit der Formel nicht zu beeintrachtigen, ist 
der Verfasser unter anderem! zu folgender Gleichung, die beziiglich des Volumens 
ebenfalls vom dritten Grade ist, gekommen: 


ae a ey” a 


P | a" (3) 


v vw v(v + ec) 


Hierin bedeuten: FR die spezielle Gaskonstante in geese die nunmehr mit ihrem 


wirklichen Wert in die Zustandsgleichung eingeht, womit auch das Molekulargewicht 


848 _. 
m = —,- in [kg/k Mol] des betreffenden Stoffes beriicksichtigt ist; @, b und c die drei 


Konstanten, die aus den drei bereits angeftihrten Bedingungsgleichungen I, II und III 
zu berechnen sind. 
: RT 
Das erste Glied rechts (=) soll den ,,thermischen AbstoBungsdruck“‘, das zweite 


Glied (6/v*) den ,,molekularen AbstoBungsdruck“‘ und das dritte Glied ——“-— 
Kohasionsdruck darstellen. v(v + ¢) 


Man erkennt zunachst, da Gl. (3) fiir groBe Volumina genau in die Gleichung 
des idealen Gases pv = RT iibergeht, so daB die unter 1 angefiihrte Ungenauigkeit 
beseitigt ist. Die Kinfiihrung der Konstanten c stellt keine Vermehrung der Konstanten- 


den 
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zahl dar, da R eine vorgegebene GréBe und nicht, wie bei van der Waals, aus den 
drei Bedingungsgleichungen zu berechnen ist. 
Konstantenbestimmung und reduzierte Gleichungsform. 


Von der kritischen Isotherme sind im kritischen Punkt folgende drei Gleichungen 
zu erfiillen: 


aera Ske b a 
I. ee a ve e+tve’ 
op a kT 2b a(2v +e) 
UH. (Zz Je sts v we ue (8 + ver % 
Cpr 2 RT 6b 2a(2v +c) 2a i 
Ti, ee ie Dena (2% + vc) — (®+veP 
Aus I und II erhalt man durch Eliminieren von b: 
CE EE A Sh des oh) oe 2a Ree a ac 
(2» v |= v(v +e)? v(v +e) oder { v —2p) = 
und aus I und III ebenfalls durch Eliminieren von b: 
(6 — 42°) = eee 6a 2a 
ie v ~ o(o +e vw+te wtepP’ 
Durch Eliminieren von a aus den vorstehenden zwei Gleichungen ergibt sich: 
ee ae SA b re Et) b6v+4e 
( v ite Fae 2B) aa) 


und nach Kiirzung der beiden Gleichungsseiten mit 7p: 
cage Wee Ce pr dee oS, (6 + 4c) 
| pv oe bre 2) (v + ¢) 
Da sich die Ableitung auf den kritischen Punkt bezieht, sind statt p, v und 7 
die kritischen Daten p,, v;, und 7, zu setzen und man bekommt: 
4kT, 4) (PM _ 5) (@m+40) 
( Prk 6] ( PreK ) (vu, He) 


Der dimensionslose Ausdruck — der die kritischen Daten und die spezielle 


Gaskonstante R bzw. das Molekulargewicht m enthalt, wird als ,,kritischer 
Koeffizient®* (k) bezeichnet. 
Fiihrt man seinen Reziprokwert zx = 1/k in obige Gleichung ein, so wird: 


(| aa 6} ee (= on. 2] (6.0% + 40) 
wu 


x (Um + €) 
und Rats 
Durch Einsetzen dieses Wertes in die nur a und c enthaltende Gleichung erhalt man 
die Konstante a zu: v2 py (1— 2 2) i 
Oa (l— 3 a) # ais Pr B 


und durch Einsetzen der fiir a und c erhaltenen Ausdriicke in die Gl. I die dritte 


Konstante 6 zu: i 
by Pisa) Ue Pe ly. 


Alle drei Konstanten in die Zustandsgleichung (3) eingesetzt, ergeben schlieBlich 
die Formel: 


wat by Vie Dy & Vie Pe (P12 x) 3 
p= act ; mere (3a) 
Vv wv (1— 3 @) (1-3) 80 (0 +=") 


wv 
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oder kiirzer: a RE Oe pe ee eB 
Pp v ae A) y v (v +y Uy) © (3a) 


Nach entsprechender Umformung erhalt man die reduzierte oder dimensionslose 
Form der Zustandsgleichung: 
T © (1— 22) 
2 RPO, Ug? (1 — 3 @) (132) a0, ( v2 + 1 —*) 


in welcher nun auBer den reduzierten Zustandsvariablen noch der kritische Koeffizient 
bzw. dessen Reziprokwert x vorkommt. 
Fiir groBe Volumina v, geht Gl. (3b) in die dimensionslose Gleichung des idealen 


Gases : T. 
Pa = D Vp (2a) 


iiber, welche mit pv = RT identisch ist. 


Folgerungen aus Gl. (3). 


Die dimensionslose KenngroBe x bewegt sich etwa in den Grenzen von 0,2 (Essig- 
saure) bis 0,327 (Helium). Wahrend sich aus bekannten Zustandsgleichungen fir x 
nur ein einziger Wert (z. B. 3/8 = 0,357 bei van der Waals und 4/15 = 0,267 bei 
A. Wohl) ergibt, ist in Gl. (3) der wirkliche, experimentell bestimmte, von Stoff 
zu Stoff verschiedene Wert des kritischen Koeffizienten verwendet. 

Fiir verschiedene Stoffe ergeben sich daher verschiedene oder spezielle dimensions- 
lose Zustandsgleichungen; das erwahnte Korrespondenzprinzip ist nach Gl. (3) nicht 
mehr giiltig. 

Die spezielle Zustandsgleichung lautet z. B. fiir Wasserdampf (H,O) mit 7 = 0,225 


a Tz, , 0,693 10,1 
Da ciGok rg 8 ete eIaee (3c) 
oder fiir Kohlensaure (CO,) mit x = 0,276: 
T, , 1,605 6,88 
Dav 309 Tos tic a ew treed Geen (3d) 
oder fiir Wasserstoff (H,) mit 2 = 0,306: 
se fh 3,732 7,615 
Des rise Vet a ieee Vg (Vy + 0,268) * (Se) 


Nach der allgemeinen reduzierten Gl. (3b) wiirde fiir « = 1/3 = 0,333 der auBere 
Druck p, unendlich groB werden, da die Differenz (1— 3 x) dann gleich Null ware. 
Diese Schwierigkeit ist aber ausgeschaltet, da der héchste vorkommende Wert von x 
(fiir Helium) nur 0,327 betragt. 

Fiir den kritischen Punkt ist p, = 1, v, =1 und T, =1. Es muB somit z. B. 


fir Wasserstoff: 7,615 
3,27 + 3,732 ——"555 


sein, was als Probe fiir die Richtigkeit der Koeffizientenberechnung dienen kann. 
Die nach Gl. (3¢), (8d) und (3e) fiir die kritische Isotherme 7’, = 1 berechneten 


Werte von p, sind in nachstehender Tabelle zusammengestellt und fiir CO, in Abb. 3 
tiber v, aufgetragen. 


=1 


A tk ets Bee: | 4 be | 
pa.) S51 74s PeaeoeD ew ithe 1 | 0,933 | 0,6903 | 0,4791 | GL. (3c) 
Pe (CO,) =|} 2,30 | 1,45 | 1,130 | 1,01) 1 | 0,905 | 0,6362 | 0,4229 | G1. (3a) 

p(B = | 2,960. ae be (eal Sera as — | 0,4107 | G1. (0) 
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Aus der Zusammenstellung geht hervor, daB dem gleichen Volumen v, bei ver- 
schiedenen Stoffen verschiedene Driicke p, entsprechen, so da8 die Isothermennetze 
nach Gl. (3) auch bei dimensionsloser Auftragung nicht einander gleichen. 

Als zweite Folgerung ist anzufiihren, da8 der auBere Druck p, nach Gl. (3) erst 
beim Volumen Null unendlich gro8 werden kann, womit die unter 2 genannte Un- 
stimmigkeit der Waalsschen Gleichung eliminiert ist. 


Temperaturabhiangigkeit des zweiten und dritten Gliedes. 


Die Temperaturabhangigkeit des Kohasions- und molekularen AbstoBungsdruckes 
soll in erster Naherung dadurch beriicksichtigt werden, daB die beiden letzten Glieder 
von Gl. (3b) durch 7, dividiert werden (vgl. die Formeln von Berthelot und 
A. Wohl). Dann wird allgemein: 


ie x (1— 2 w)8 


7 3 
vv T Vx? (1— 3 a) Pav» (ve iy = 2") ga) 28 


(4) 


Pz:= 


x 


1. Beispiel: Unterkritische Isotherme fiir CO, 0° C (oder 7, = 0,898), zugehorige 
Sattdampfspannung p, = 35,54 kg/em? (oder p,, = 0,474). Nach Gl. (4) ergibt sich 
fiir CO, und 7, = 0,898: 

3,27 1,785 7,64 
Pere, Ve Vg (Vg + 0,6235) 
Die nach obiger Gleichung berechneten Driicke p, sind in nachstehender Tabelle zu- 
sammengestellt und in Abb. 3 iiber v, aufgetragen. 


3 
0,585 


4 
0,5155 


5 
0,4543 


7 
0,3609 


1 
0,345 


1,4 
0,555 


2 
0,623 


0,3 
3,17 


0,4 
0,645 


0,5 
0,08 


0,6 
0,07 


0,8 
0,18 


0,9 
0,265 


ee 
Ps: = 


0,7 
0,1 


> 


Aus Abb. 3 geht hervor, daB die durch Planimetrieren in bekannter Weise zu 
ermittelnde Sattdampfspannung mit dem Dampftabellenwert p,, = 0,474 nahezu 
tibereinstimmt. 


2. Beispiel: Uberkritische Isotherme fiir CO, und 60°C (7, = 1,095). Nach 
Gl. (4) wird fir v,= 1 2 4 
De AST Lib bh-- 057467 


Das Zutreffen der Beziehung (4) laBt sich auch dadurch iiberpriifen, da8 man 
aus ihr die Anfangsneigung der Dampfdruckkurve bzw. tg « im p, 7,,-Diagramm, 
Abb. 1, ermittelt und mit experimentell erhaltenen Werten vergleicht. 

Die rechnerische Ermittlung von tg « aus Gl. (4) ist in einfacher Weise ausftihrbar, 
weil die Tangente an die Dampfspannungskurve im kritischen Punkt mit der Tangente 
an die kritische Isochore oder Isovolume (v, = 1) zusammenfallt, so daB nur die Neigung 


der letzteren, das ist OD a 
rae ay = tg x. (5) 
Py =1 
zu bestimmen ist. 
Nach Gl. (4) wird: 
De cont x as (1— 2 #} (6) 
(are) @ 13a (1— 3a) #(1 +2") 
d Ty = ” 
oder 
eae St (2 ey (bee) Oe a Bene 
NEN 5 a) 0 Uz he ae oa (62) 
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Die Anfangsneigung der Dampfdruckkurve im p, 7',-Diagramm ist also nach 
Gl. (4) und (5) nur vom Kennwert « bzw. vom kritischen Koeffizienten, und zwar 
in sehr einfacher Weise abhangig. (Hine Beziehung, die sich bereits friiher fur eine 
andere Form C der Zustandsgleichung ergeben hat.) 

Nach van der Waals erhalt man fiir tg « nach Gl. (La) 


tg a = (282) Seu Bae 


d. h. einen fiir alle Stoffe gleich gro8en und auBerdem zu kleinen Wert. Vgl. die 
bildliche Darstellung dieser Verhiltnisse bei Schiile. 

In nachstehender Tabelle sind die nach Gl. (6a) fiir drei Stoffe berechneten Werte 
von tg « den nach Schiile® experimentell bestimmten gegeniibergestellt. 


| H, | 0, | 1,0 
Greasy begat aherh mloragasts 0,306 0,276 0,225 
tg « berechnet ....... 5,54 6,248 7,9 
tg « gemessen........ 5,11 6,400 7,4 


Die berechneten Werte von tg « stimmen mit den gemessenen nur annahernd 
iiberein; doch ist der Gang beider Reihen der gleiche und der Vorteil ersichtlich, 
den die Einfiihrung des kritischen Koeffizienten in die Zustandsgleichung mit sich 
bringt. 


Verlauf der Isochoren im p, T,-Diagramm. 


In jedem Punkte der Dampfdruckkurve, z. B. Punkt 2, Abb. 1, schneiden sich 
zwei Isochoren, eine fiir das Flissigkeitsvolumen v,’, die andere fiir das Sattdampf- 
volumen v,’. 

Oberhalb des Schnittpunktes liegt der stabile, aus dem p ¢-Diagramm des Stoffes® 
bekannte (voll ausgezogene) Teil der Isochoren, unterhalb des Schnittpunktes der 
homogene, den metastabilen und labilen Zustanden 
entsprechende (strichliert gezeichnete) Teil. 

Im kritischen Punkt 1 fallen die beiden Isochoren 
in eine einzige zusammen, da dort v,’ = v,”’ wird. Die 
Tangente an die kritische Isochore ist zugleich End- 
tangente an die Dampidruckkurve und unter dem < « 
gegen die Abszissenachse geneigt. 

Gl. (3) ergibt fiir v, = konstant lineare Abhangig- 
keit des reduzierten Druckes p, von der reduzierten 
Temperatur 7’,, d. h. geradlinigen Verlauf der Iso- 
choren im p, 7',-Diagramm. 

Nach Gl. (4) erhalt man fiir v, = konst. eine Be- 

Abb. 1. Schema eines p,T,- _ Ziehung zweiten Grades (Hyperbel), d. h. krummlinigen 

Diagrammes. Verlauf der Isochoren. In der Nahe der absoluten Null- 

temperatur widerspricht aber ein Isochorenverlauf 

sowohl nach Gl. (3) als auch nach Gl. (4) dem Nernstschen Warmesatz, wonach jede 

Temperaturfunktion, also auch p, fiir konstantes v, bei der absoluten Nulltemperatur 
eine zur (7’, = 0)-Achse | Tangente haben muB. 

Die Isochoren miissen sonach in Abb. 1 unter rechtem Winkel in die p,-Achse 


foi OD : 
einmiinden bzw. ( 7 } muf bei 7’, = 0 fiir alle Isochoren gleich Null sein. 
a Fn 
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Kinftihrung von Temperaturfunktionen. 


Um dem Warmesatz zu geniigen, kann man die dimensionslose Temperatur 7’, 
in allen drei Gliedern durch Temperaturfunktionen 0,,, %j,, 03, ersetzen, welche 
liber 7’, aufgetragen, bei 7’, = 0 eine waagrechte Tangente haben, deren Funktions- 
wert sich also unterhalb einer gewissen Temperatur (z. B. 
des Schmelzpunktes) nicht mehr wesentlich Andert. 

Bei 7, = 1 miissen die drei Temperaturfunktionen, 
um den fritheren Ansatzen zu geniigen, gleich 1 sein und «| oe 


bei 7, =1 eine unter 45° geneigte Tangente haben, és 
wenn auch Gl. (6a) aufrecht bleiben soll. 
Als Beispiel fiir eine Lésung sei die Kombination einer | 
Hyperbel mit einer e-Potenz angefiihrt (Abb. 2). 0 05 {—k 
8 Abb. 2. Verlauf der Temp.- 


es (TA + C8 om C) o> eek 40. (7) funktion nach Gl. (7). 


Setzt man fest, da die Abweichung bei 7',, (z. B. beim kritischen Punkt) beginnen 
und die e-Potenz dort den Wert 0,97 erreicht haben soll, so wird: 


8 a 
e Toe’ —0,97 und #, = (Te +e C) 0,97 Bet ae, 
Da @, bei Ty, mit 7), identisch sein soll, wird weiter: 
Ty. = (Tra + — 0) 0,97 + ©, 
woraus sich der Endwert C fiir jedes 7’), berechnen laBt. Fiir 7), = 1 (wenn also die 
Abweichung im kritischen Punkt beginnen soll) wird: ¢ = 0,37 und der Funktionswert 


8, = 0,6535 0,3918 0,370 
fir T, = 0,7 0,422 0 


Auch die Temperaturfunktion #,, (des ersten Gliedes) muB beim absoluten Null- 
punkt eine waagrechte Tangente haben, gleichzeitig aber der Gasgleichung pv = RT 
bis herab zu sehr tiefen (auch unter kritischen) Temperaturen gentigen. Die Abweichung 
von der Geraden kann daher bei ihr erst unmittelbar vor dem Nullpunkt erfolgen 
(Gasentartung) und der Endwert C muB gleich Null sein. Praktisch kann man statt 
0,, auch 7', setzen. 

Damit wird z. B. fiir Wasserdampf (H,O) und 7, =0, wenn C, = 0,2 und 
C; = 0,37 gewahlt wird: 

0,693 10,1 
«02-02 0,37 v, (vg + 1,445) ’ 
woraus sich die Druckabhangigkeit des Volumens bzw. die Kompressibilitat des Stoffes 
bei 7', = 0 ergeben wiirde und die unter 3 genannte Unstimmigkeit wenigstens grund- 
sitzlich behoben ware. 
Fiir den Druck Null und 7’, = 0 wiirde man erhalten: 


(8c) 


3,465 27,3 
Re ea Es — 0,211. 
ve MAI CREGRTT CT ae uaa a aa 
2. Beispiel: Nullpunktsisotherme fiir CO,. Mit C, = 0,25 und C,; = 0,37 wird: 
6,425 18,6 : 
Be ge V_ (Vm + 0,6235) ” (8d) 


woraus sich das spezifische Volumen des Stoffes bei p, = 0.und 7’, = 0 zu vz = 0,328 
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V_, = 10,3] 0,328 0,4 0,5 0,6 0,7 1 2 3 5 7 
Dy = |4,2| 0,0 5,4 7,4 7,45 |—7,0| —5,025 — 1,945 —0,996 | —0,405 | —0,217 
[ i ergeben wiirde. Der sonstige Ver- 
| Fy 
L | ee pee Nullpunktsisotherme 
nach Gl. (8d) ist aus vorstehen- 
Bie e' nach Damppttate/ : 
iene der Tabelle und zum Teil aus 
vel Abb. 3 ersichtlich. 
47} Fir die Temperaturfunktionen 
ae 0, und #@,, kénnen natiirlich 
{5+ auch andere und voneinander 
verschiedene mathematische Be- 


ziehungen, wenn sie den ange- 
fiihrten Bedingungen entsprechen, 
gewahlt werden. 


fDi haat 

A, 
ES ENES SLES 
STP es es a ae 


RS 99 Zusammenfassung. 
pail Durch Einfiihrung des kriti- 
ary | schen Koeffizienten wird erreicht, 
is ! daB die dimensionslose Zustands- 
il gleichung fiir sehr groBe Volumina 
; BI : in die Gasgleichung tibergeht 


und die Dampfdruckkurven im 
kritischen Punkt verschieden ge- 
neigte Endtangenten bekommen. 


S 
% 


~ gat | é aera ie Z o 7 Weiters wird ein Ausweg ange- 

- gah ar __»- geben, wie man durch Verwen- 

- gat | eae dung von Temperaturfunktionen 

‘ axl Lh = O(-2%3,6°%) Pri an Stelle der absoluten Tempe- 

- 95} | St led raturen die Anpassung des Iso- 

-o6k us chorenverlaufes an den Warme- 
Abb. 3. satz erzielen kénnte. 


C. Untersuchung einer dritten Form der Zustandsgleichung. 


Legt man die Exponenten von v im AbstoBungs- und Kohasionsglied nicht von 
vornherein als ganzzahlig fest, so ergibt sich folgende Formel: 
RT b a 
p= FMR (10) 


v v v 


Da nun vier Konstante, namlich 6, a, n und m zur Verfiigung stehen, aber nur drei 
Bedingungsgleichungen zu erfiillen sind, so bleibt einer der beiden Exponenten m und n 
frei wahlbar. 

Auch kann man eine Beziehung zwischen den beiden Exponenten vorschreiben 
und dann beide aus den drei Bedingungsgleichungen berechnen. Schreibt man z. B. 
vor, dafs der Exponent m des Kohasionsgliedes um 1 kleiner sein soll als der Exponent 2 
des ,,molekularen AbstoBungsgliedes‘‘, so wird m = »—1. Man erhalt eine Sonder- 
form der allgemeinen Gl. (10), und zwar: 


WN er 2 i = (v - (11) 


Nees v pf gh Ss ” y 
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Diese Sonderform ist bereits im Akademischen Anzeiger Nr. 11 von 1943 ausfithrlich 
behandelt.1 
Aus den drei Bedingungsgleichungen I, II und III ergibt sich der Zusammenhang 


zwischen n und m nach der allgemeinen Gl. (10) (aus einer quadratischen Gleichung) 
wie folgt: 


¥ 1 ( m + m?— m — 1— a2 m3 — wm? 
— | l— m+ am + am )+ 
im Os m —1— x m§— @ m?)2 (m?® — m) 12 
4 l— m+ am+am } (1— m2 + wm? + am) * ( ) 


Kin zweiter Sonderfall von Gl. (10) entsteht, wenn man den Exponenten m des 


Kohasionsgliedes wie bei van der Waals mit 2 festsetzt. 
Aus Gl. (12) erhalt man in diesem Falle fiir » und das positive Vorzeichen: 
et See. 
SN eae 22 


und fiir das negative Vorzeichen: 


es 8e@—4 4(2%—1) _ 
Pintle ees Wow. She LS 


Mit » = 2 und m = 2 wiirde Gl. (10) die Form annehmen: 
ER b— 
ie L fs (6—a) 


v ye? 


2. 


d. h. zu einer quadratischen Gleichung werden, so daf das negative Vorzeichen 
nicht brauchbar ist. 


Mit » = Soe erhalt man fiir die beiden Konstanten a und b: 
— _ Pere _ Uy" Py(1— 20) 
Perecrg geen eel tag 1) 
Die dimensionslose Zustandsgleichung fiir den zweiten Sonderfall (m = 2) lautet dann: 
Ne ie 1 (1— 2a) 
PR ay! de su a(he ye (14) 


Sie enthalt auBer den drei Zustandsvariablen p,, vz, 7’, wieder nur den kritischen 
Koeffizienten & bzw. dessen Reziprokwert x = 1/k. 

Aus Gl. (14) ergeben sich fiir verschiedene Stoffe wieder spezielle Zustandsgleichun- 
gen, wie z. B. fiir Kohlensaéure (CO,) mit x = 0,276: 


Te 9,62 7 
Pe = 3,625 ee V2 r U28 (14b) 
oder fiir Wasserstoff (H,) mit x = 0,306: 
4h 4,465 2,195 
Pe = 32158 et Sau (14¢) 


Fiir Stoffe mit 2 < 0,25 wird die Differenz (4 «— 1) negativ und die Glieder 2 
und 3 der rechten Seite von Gl. (14) vertauschen ihr Vorzeichen; so lautet z. B. Gl. (14) 
fiir Wasser mit x = 0,225: 


es re aaa Ge 
Px = 4,45 Un =f One 


1,82 ° 
Vy”? 


(14d) 


Fiir Stoffe mit « = 0,25 ergibt sich die Schwierigkeit, daB die Differenz (42*—1) = 0 
und der auBere Druck p, unendlich groB wird. (Allerdings ist es unsicher, ob der- 
artige Stoffe tiberhaupt existieren.) 

Fiir groBe Volumina v, geht Gl. (14) wieder in die dimensionslose Gasgleichung 
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iiber, so daB der Isothermenverlauf bei geringer Dichte dem wirklichen Verhalten 
genau entspricht. 
Beriicksichtigt man die Temperaturabhangigkeit des zweiten und dritten Gliedes 
rechts in erster Naherung durch den Ansatz: 
Ey ie 1— 2a) 
Do ey Tea eae ae | (15) 
so wird die Anfangsneigung der Dampfdruckkurve im p, 7',-Diagramm (Abb. 1) 
1 1 (1— 2 x)? 9x—2—42 (4u%—1)(2—2%) _ 


_ ( Pe a mer = 
tga =(57"] et doe @ ly eee ee) a (4¢—1) 
2 
= = 1] =2k—1. 
av 


Man erhalt also die gleiche Anfangsneigung, wie sie aus Gl. (6) fir die Gleichungs- 
form B errechnet wurde. 

Gl. (14) hat gegeniiber Gl. (3) den Nachteil, da& der Exponent ” von v im letzten 
Glied rechts nicht mehr ganzzahlig, sondern gebrochen ist; die Gleichung ist daher 
nicht von dritter oder vierter, sondern unter Umstanden von weit héherer Ordnung. 
Neben dem kritischen Punkt als Wendepunkt kann die kritische Isotherme in der 
Umgebung des kritischen Punktes noch zwei weitere Wendepunkte haben und unzu- 
lassige Uberhéhungen oder Taler aufweisen. Trotz genauer Erfillung der Bedingungs- 
gleichungen I, IT und III kann also Gl. (14) nicht mehr als theoretisch richtige Zustands- 
gleichung gelten, da sie den thermodynamischen Bedingungen einer solchen nicht 
im ganzen Zustandsgebiet entspricht. 

Unter Beriicksichtigung dieses Umstandes kann man auch die Bedingung III 
weglassen, d. h. von der kritischen Isotherme im kritischen Punkt nur die Erfillung 
der Bedingung I und II (horizontale Tangente) verlangen. In diesem Falle kann 
der Exponent » von v beliebig (jedoch > 2) gewahlt werden und man erhalt die 
dimensionslose Gleichung: 


cuit Pea (1n— 1— @n) (1— 2 2a) 
Pa = 0, wv(n—2)v~2 a x (n— 2)v,,"° (16) 
Mit n = 2,666 = 2?/, lautet z. B. Gl. (16) fiir CO, mit x = 0,276: 
T,. 6,055 | 2,482 
Pa = 3,625 V» a V2 V 93608 (16d) 
oder fiir Wasserdampf (H,O) mit « = 0,225 und n = 2,666: 
all 7,12 3,67 
Digi 4,45 5 eal Ve ar U 2868 * (16¢,) 


Kine Variationsméglichkeit besteht noch darin, dafi man den Exponenten n fiir die 
unterkritischen Volumina (vz, < 1) anders, z. B. kleiner wahlt als fiir die tiberkritischen 
(v, > 1). Wahlt man z. B. fiir Wasserdampf (H,O) den Exponenten » nur mit 2,166, 


so wird: 18,12 14,67 
ited oe 2,166 * (163) 
Vy Vy 


Dy = 4,45 22 
Vy 


Wenn man die beiden letzten Glieder von Gl. (16) zwecks Beriicksichtigung ihrer 
Temperaturabhangigkeit wieder durch 7’, dividiert, so wird die Anfangsneigung der 
Dampfspannungskurve im p, 7',-Diagramm (Abb. 1): 


op 1 n—1—an (1— 22) 
te oo = (se) PE eta 
OT.) %m=1 x x(n — 2 «x (n—2 
oder: PS oe ) ( ) 
CE eats +n—1l—an—14+24 
A x (nm — 2) ¢ 
_ 2n—4—a2n+2% _— (n—2) (2—z) 
a a(—2) Sw (mB) 


2 
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Ks ergibt sich also dieselbe Anfangsneigung wie nach Gi. (15) oder (6a). Der Exponent n 


ist auf tg « ohne EinfluB. Fiir x = 7 geht Gl. (16) wieder in Gl. (15) iiber (z. B. 
fir n = 2,666 bei einem Stoff mit x = 0,312). 

Dem friiher erwihnten Nachteil von Gl. (14) oder (15) steht bei Gl. (16) der Vorteil 
gegeniiber, daf} nunmehr beide Exponenten (nur mit der Einschrankung m > 2, 
n > 2 und  verschieden von m) frei gewahlt werden kénnen, wodurch sich der Iso- 
thermenverlauf dem wirklichen (mit Ausnahme der kritischen Umgebung) weitgehend 
anpassen liBt, was an zwei Beispielen gezeigt werden soll. 


1. Beispiel: Kritische Isotherme fur CO,, n = 2,666 nach Gl. (164). 


CHG NUTR Ua Cetera tae 30,0 20,0 15,0 8,44) 5,0 2,156] 1,42 1,346 1,202 
OR 0 OP EGO ae Cea ae 13,93 9,29 | 6,97 3,92) 2,308 1 0,659 0,625} 0,558 
Py, nach Gl. (16d)...] 0,2362) 0,337| 0,4295| 0,66| 0,8792] 1 steed ord 1,38 1,85 
pata nach Gl. (16d) | 17,75 25,3 | 32,2 49,5 | 66 75 95,1 103,2 138,8 

p nach Tafel ....... 18,00 | 26,0 | 33,0 50,0 | 66 75 90 100 150 


2. Beispiel: Kritische Isotherme fiir (H,O) nach Gl. (16¢,) und (16¢,). 


n = 2,666 n = 2,166 
wv dmi/kg ....... 56,145 | 25,21 14,34 3,04 2,209 1,82 Le 
a) 18,46 8,30 4,725 1 0,727 0,6 0,5 
p~» berechnet ... 0,22166 0,4461 0,6828 1 1,125 1,32 2,42 
p berechnet .... | 49,8 | 100,2 153,5 225,6 | 253 297 545 
p nach Tafel... | 50,0 - 100,0 150,0 225,6 | 250 300 =e 
Zusammenfassung. 


Ks wird eine Zustandsgleichung mit Beriicksichtigung des kritischen Koeffizienten, 
aber mit gebrochenem Exponenten von v im Kohasions- und AbstoBungsglied an- 
gegeben. Da sie im kritischen Bereich den thermodynamischen Voraussetzungen 
nicht geniigt, ist sie nur auBerhalb dieses Bereiches als halbempirische Formel zu ver- 
wenden. Bei entsprechender Exponentenwahl la8t sich aber weitgehende Uberein- 
stimmung mit dem wirklichen Isothermenverlauf erzielen, wie an zwei Beispielen 
gezeigt wird. 


PD. Anfiihrung weiterer Beispiele. 


Die Einfiihrung des kritischen Koeffizienten in die Zustandsgleichung soll noch 
an drei weiteren Formeln, die beziiglich v vom dritten Grade sind, gezeigt werden. 


M iscad bs c a 


1. rie. é a we(v+b) vw (20) 
Die drei Konstanten a, b, c ergeben sich in bekannter Weise zu: 
— 1— 3 1—2 2) 
a =p, ve (= a +3), = v2 ( - “), c= p, gp AS 
Damit wird die dimensionslose Form von Gl. (20): 
fhe (1— 2 a%)8 1 (—* 3 (20a) 
Pa 1—3a\ 0,2 a apa 
0%. a ug (vy + . : 
Fir H,O mit x = 0,225 ergibt sich z. B. die spezielle Zustandsgleichung: 
T 14,61 9,425 
es 2s Dots Ms bas 20b 
Da ae ag. add) od (208) 
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Dividiert man zwecks Beriicksichtigung der Temperaturabhangigkeit die beiden letzten 
Glieder wieder durch 7', und bestimmt tg «, so erhalt man: 


Lege ] (1 — 2 x8 1— 34 
tga = (Fh) ona = wt Eco | rain 
x 


oder 


also dasselbe Resultat wie bei der Gleichungsform B und C. 

Diese einfache Beziehung ergibt sich fiir alle Gleichungsformen, bei denen als 
erstes Glied rechts der ,,thermische AbstoBungsdruck“ k 7',/v, vorkommt. 

Da fiir v, =1 und 7, = 1 auch p, = 1 sein mu8, wird: 


1 = k—(k—1). 
Anderseits ist tg « = (5 il a k + (k—1)=2k—1, da die beiden letzten 
Ty =1 
Glieder beim Differenzieren ‘nach T, inr Vorzeichen wechseln. 
kT b..- a 
os I Meas wr RE oe | (21) 


oder in anderer Form geschrieben: 
RT b—av 


P = v + v(v Ee)? 
Die Berechnung der drei Konstanten ergibt: 
De Mere b= BT 02 &, a=RT,»;, a 


Die dimensionslose Form lautet: 
fie x —v,(1— 3a + 3 x) 


Bar L Vzy x (ev, +1—3 2%) v,2 ° (21a) 

tg « wird wieder: 
ahah (2—1+34—3 2?) 2—5u4+2 2° (1—2 24) (2—2) 2 

t = —— = — as on 
Ae fore a a (1—2 @) Tira eer yim y wear 
Aus Gl. (21a) ergibt sich die spezielle Zustandsgleichung z. B. fiir Wasserdampf 
mit 2 = 0,225: T 0,225 — : 

De = 4,45—* : a (21b) 


Vx (0,225 v, + 0,325) v,? ° 


3. An dritter Stelle sei eine Formel angefiihrt, bei der die molekulare AbstoBung 
wie bei van der Waals vernachlassigt ist; in diesem Falle miissen alle drei Konstanten 
im Kohasionsglied vereinigt werden; man erhalt z. B. die Formel: 


Poe cae 4 a 
P » (2% +ev +b) (22) 
und fiir die drei Konstanten die Beziehungen: 
1 [ees 
a = Pk s eat ' b = £ 0,2, ¢ =“ (1—3 2). 
Die dimensionslose Form von Gl. (22) lautet: 
Ty (1 — a 
Pw = 7 a 7 . 22 
thom of +0 (224) +4] (22a) 
Fir Wasserdampf ergibt sich die spezielle Zustandsgleichung: 
TL 9,2 
oes 446 Sees , 
=e Up Ug + 1,445 0, + 0,225" (22 b) 
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a Bai Tee = 0 waren nach dieser Gisehane nur negative Driicke, dh. Zugbeanspruchun- 
gen moglich, was ein Widerspruch ist und die Notwendigkeit des dritten Gliedes rechts 
(des molekularen AbstoBungsgliedes) beweist. 

Die Formeln (20b), (21b) und (22b) ergeben ahnliche Resultate wie die unter B 
angefiihrte Gl. (3c), wie aus nachstehender Tabelle ersichtlich ist. 


Kritische Isotherme fir Wasserdampf. 


v,=| 0,6 
p, nach Gl. (20b)=] 1,07 


1 4 10 

1 
Dears. osx (2hD)=|" 1095 1 | 0,6925 0,3636 

1 

1 


Pa ” ” (22b)= 1,09 


Px ” oe (3e) SS 1,115 0,6903 0,3636 


E. Beriicksichtigung der Assoziierung. 


Der kritische Koeffizient ist vermutlich davon abhangig, ob die Fliissigkeit eines 
Stoffes starker assoziiert ist als der Dampf- bzw. Gaszustand. 

So ist z. B. fiir das stark assoziierte Wasser k = 4,45, wahrend es fiir Wasserstoff. 
_und Helium, bei denen die Fliissigkeit vermutlich Alt oder nur wenig assoziiert 
ist, nahe an 3 liegt.® 

Nimmt man demgema an, daB die Steigerung von & iiber 3 hinaus nur durch die 
Assoziierung der fliissigen Phase bedingt ist, so miiBte fiir einen Stoff, dessen physi- 
kalisches oder a Molekulargewicht # im ganzen Zustandsbereich dasselbe 
bleibt, der kritische Koeffizient k = 3 sein. 

Die Zahl 3 ware demnach die untere Grenze bzw. der kleinstmoégliche Wert fiir k. 
In diesem Idealfall hatte man eine Zustandsgleichung zugrunde zu legen, die fiir den 
kritischen Koeffizienten die Zahl 3 ergibt. 

Stellt man wieder die Bedingung, daB diese Zustandsgleichung beziiglich »v vom 
dritten Grade sein und rechts drei Glieder aufweisen soll, so kommt man zu folgender 

i rmel: 
einfachen Fo mel: pa Fry oak a (33) 


v vw v 


Die drei Konstanten R, a und 6 ergeben sich in bekannter Weise zu: 
R=37h, a=30p py, b=v2 De 
2 é Kk 
Nach Einsetzung dieser Ausdriicke in die Zustandsgleichung und entsprechender 
Umfornung erhalt man die oe Form von Gl. (23): 


3 
aay 


Pama; (23a) 


RT, 


‘ Wie vorausgesetzt, wird der te dh ee. k = = 3 oder 9/3 (wihrend 


er bei van der Waals nur 8/3 = 2,67 betragt, d. h. uniter dem erwahnten Kleinst- 
wert liegt). 

Beriicksichtigt man die Temperaturabhangigkeit des Kohasions- und AbstoSungs- 
druckes durch den einfachen Ansatz: 


ne 1 3 
= SSS ee O: 
Poy + T,08 . T,98" 220) 


so wird die Neigung der Dampfdruckkurve im kritischen Punkt: 


tga = (see), ,=3—1 +3 =5, 
T 


aT, 


ee 
wodurch ein unterer Grenzwert fiir diese Neigung (im p, 7',-Diagramm) bestimmt 
Ingenieur-Archiv I, 4-5. 18 


266 peek Kammerer: : . He 
ist. So betragt z. B. oe « fiir Wasserstoff 5,11, wahrend es fiir ey aera Stoffe 
bedeutend héher liegt (z. B. fir H,O tg « = 7,4). x 

Gl. (23) ergibt sich auch aus der unter D angefiihrten Gl. (21), wenn man die 

\Konstante c gleich Null setzt. Es wird dann: 


c= 0,(-—5*) =0 oder 1.4/5 und. k = 3. 


Die dimensionslose Form von Gl. (21) ist fiir « =1/, mit Gl. (23a) identisch. 
Fiihrt man das dimensionslose Molekulargewicht yw, = “/m;, in die Rechnung 
ein, so wird fiir den Gaszustand bzw. sehr groBes v, 


pe fea: 848 
RT, . UOT gi ool 
oder, da k = ist, 
Pr VK 848. Tx 
a0 =e eas 


GemaB obiger Annahme miiBte nun der Ausdruck 848 Tr tiv alle Stoffe gleich groB, 
; , PEE Mx 
und zwar gleich 3.sein, so daB . 
3 Mr k 

Lene eg = fy oder FEY (25) 
Das physikalische Mololeilansenicht mute demnach durch die Assoziierung im 
kritischen Punkt im Verhaltnis 4/3 gréBer geworden sein als im Gaszustand (z. B. 
fir H,O im Verhaltnis 4,45/3 = 1,483), wobei weiters vorausgesetzt ist, daB der 
Gaszustand nicht assoziiert ist. 

Das Molekulargewicht ist eine Funktion von v und 7 und andert sich im allge- 
meinen mit v und 7’ im gleichen Sinne. 


Ha =P (Vz» Je 
Uber flea Verlauf von yw, tiber v, fiir die kritische Isotherme (7, = 1) lassen Sich 
nun zwei verschiedene Annahmen machen, und zwar: 
a) “4, andert sich in der Umgebung des kritischen Punktes nicht; fiir 7’, = konst. = 1 


ist sowohl die erste Ableitung g’ = (32) =0 als auch die zweite Ableitung 


Ou (5) = 0. In diesem Falle kann man die veranderliche Gréfe uw, in die 
: Zustandsgleichung (23b) einfiihren, ohne hierdurch 
die Konstantenbestimmung zu verindern und er- 
halt die Gleichung: 
37 i 3 
Po ets Tee Tyee eee 
b) Das Molekulargewicht u, ist im kritischen 
Punkt langs der kritischen Isotherme (7, = 1) mit 
V, veranderlich (y’ <0, gy’ > 0). Dann sind die 
Konstanten a und b in Gl. (23) neu zu bestimmen, - 
wobei die GréBen ¢, gy’ und y”’ als weitere Unbekannte 
hinzukommen. 
Kennt man eine mathematische Formel fiir 9, die 
; ye gan) auer v und 7’ noch mindestens eine Konstante c 
Abb, & Bolanieweleet Warlank des enthalt, so lassen sich die GréBen y, y’ und y’’ be- 
Funktion y = 1/u, ther v5. rechnen bzw. durch ¢ ausdriicken und die drei 
; Konstanten a, 6, ‘c aus den drei Bedingungsgleichun- 
gen bestimmen, wobei die Gaskonstante R, wie erforderlich, frei wahlbar bleibt. 
In Abb. 4 ist die Form der Funktion y = 1/9 fiir die erie Falle a und b sche- 
matisch dargestellt. Fiir den Gaszustand wird y) = 1/g) = u pie = k/3. 


, 
b 
{ 
j 


Berdclaichtigung des etaechen Kooffizienten, 
Im Falle b kénnte z. B. we Formel: - 


yp = poe 0, +e 
pis mathematischer Ausdruck fiir die Funktion y in Frage kommen. 
‘Im Falle a 1a8t sich die Form der Funktion FF 
y = 1/u, nach Gl. (26) feststellen, wenn der Ver- —is1- aeioreae cai be OR! 
lauf der kritischen Isotherme experimentell be- 14} 
stimmt bzw. bekannt ist. Nach Gl. (26) ist nam- 43} 
lich: 


har 


y= ue = (rp. — ne - =r) Yel8, (26a) a 


wobei p,' den bekannten, z. B. aus ae Dampftafel - se 
entnommenen Druck (geteilt durch den kritischen git : 
» Druck) bedeutet. sa EE eT 


Die so berechneten Werte von y sind fiir 
Wasserdampf aus nachstehender Tabelle ersicht- 
lich und in Abb. 5 iiber v, aufgetragen. 


Abb. 5. Verlauf der Funtion y = 1/u, 
fiir H,O nach Gl. (26a). 


A a SSS fae eee a ee ene oe ee 
p,, aus Dampftafel ......... 1,34 1 0,940 0,74 0,64 0,377 — 
sone uGrle (26a): vc. Seen occ 1,01 1 1,042 1,215 1,252 1,35 1,482 


Es zeigt sich, daB die Annahmen y’ = 0 und y” = 0 fiir den kritischen Punkt 
auch in Wirklichkeit zutreffen kénnten, so da durch entsprechende Auswahl einer 
Forme! fiir die Funktion y der Isothermenverlauf fiir H,O unter Umstanden genau 
berechnet werden kénnte. 

Fir unterkritische Volumina (v, < 1) scheint nach obiger Tabelle y = konst. = 1 
zu bleiben. 

Fir tiberkritische Volumina sei etwa folgende Formel angefiihrt: 


3 1 3 \/k—3 
oder mit y,) = k/3 ; 2 Aan a (27) 
Mit Gl. (26) wird: : Ve Ue Og) k 
oder: | sae a iss (s. . os he ve) os ) = 0, aS Tea? 
ace aS ‘ oO = 0 ae az) gee) To = aoe 


Fir v, = 1 wird, wie vorausgesetzt, p, = 1; fiir den Gaszustand erhalt man wieder 
a dimensionslose Gleichung des idealen eee: 
ee Mae 
x Ves 
da die Glieder mit v,? bis v,4 im Nenner vernachlassigt werden kénnen. 
Gl. (27) erfiillt ferner die Bedingung, daB y’ und auch y”’ fiir den kritischen Punkt 
gleich Null sein muB. 
Fiir Wasserdampf wird: 


ae 


ely eae 


18* 


yo 1483 —(3- ae 


3.) 0,483. 


Die nach Gl. (27a) fiir v, = 1 berechneten Werte von y sind in achatehenaee Tabelle 


den nach Gl. (26 a) aus p, bestimmten Werten gegeniibergestellt. 


vg =| v1) Re a eogeee 10 = 
apenas pf bereGbnet: ... cy svs sae oer 1 1,042 1,215 1,252- | 1,350 |; — 
y nach GIA SA er orien oes Le 1,065 1,204 1,246 1,351 1,483 
BP Mach BGM (29) ee, ge eee ta ake wievenineenevens 1 1,036 =e 1,252 1,362 1,483 
Eine andere Formel fiir y und v, = 1 ware beispielsweise: 
: Fi . . 
k—3 a oe ee z oe 
Ape Ss Je Pare ee (29) 


worin fiir Wasserdampf ? = 2,6 zu setzen ist. Die nach dieser Formel berechneten 


Werte von y sind ebenfalls in obiger Tabelle eingetragen. + 

Die Formeln (27) und (29) sind nur fiir oe Volumina (v, = 1) verwendbar 
und versagen fiir v, <1. 

Beriicksichtigt man in Formel (27) die Temperaturabhangigkeit der Funktion y 


beispielsweise durch den Ansatz: 


k Leis. 1 3 k—3 : 
? yi aa ze Cpa ge et 3 ) : eT) 
So wird die Neigung der Endtangente an die Dampfdruckkurve nach Gl. (28): 
OP 
tga = (FF \, = 8 +.n (k—3), (30) 
Dy = ; 


also speziell fiir n = */, und Wasserdampf tg « = 7,17, wahrend sich fiir nichtassoziierte 
Stoffe mit k = 3 wieder der untere Grenzwert 5 ones 

Durch obige Einfiihrung der Temperatur in die y-Funktion wird gleichzeitig der 
Druck p, der tiberkritischen Isotherme (7, > 1) erhéht und dadurch eine bessere 
Anpassung an den wirklichen Verlauf erreicht. 

Abschnitt E stellt einen Versuch zur Beriicksichtigung der Assoziierung (Bildung 


von Mehrfachmolekiilen) in der Zustandsgleichung dar. Er basiert auf der Annahme, — 


daf der kritische Koeffizient bei assoziierenden Stoffen nur deshalb gréRer als 3 


wird, weil im Nenner der Beziehung: 


© 848 Ty 
y Pr Up Mo 
das chemische Molekulargewicht jw, statt des wirklich im kritischen Zustand vor- 
handenen physikalischen “Wolokglateomehaes iy Steht. 
Gleichbedeutend damit ist aber die Annahme, daf der ‘Ausdruck: 
848 Ty, 


Prin Ue : er 
fiir ae Stoffe einheitlich gleich 3 ist. : 


F. Temperaturfunktion und Boyle-Temperatur. sm 


Beriicksichtigt man in Gl. (23a) fiir Stoffe mit k = 3 die Temperaturabhangigkeit ; 


der zwei letzten Glieder auf andere Weise als in Gl. (23 b), z. B. durch den Ansatz 


ME tb or AS ON er 


V_° Vn" 


hele 
Px = 


k 
9 
3 
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konstantem Molaaven der ED batoliuuredrck (wie es atachok ist) 
t steigender Temperatur gréBer, wihrend der Kohasionsdruck zunachst abnimmt, 
bei der Boyle- -Temperatur (Zz) gleich Null wird und sich nach Uberschreitung 
dieser Temperatur in einen AbstoBungsdruck verwandelt, so daB bei Dy el gp i: 
Gl. (31) iiberhaupt keine Anziehungskrafte mehr vorkommen. . 
Die beiden Temperaturfunktionen 


Tt Ps tT 


Pemyte % und d,-0—fe 3 - 


-entsprechen zunadchst der unter B angefiihrten Bedingung, daB sie im absoluten 
Nullpunkt eine zur 7’, = 0-Achse senkrechte Tangente haben miissen. S 


1. Fiir die kritische Temperatur 7, = 1 miissen die Temperaturfunktionen den 
Wert 1 annehmen, so daB 
‘ y=1l—e-* und «o=1+fe* aa 
wird. S x 
2. Fir den kritischen Punkt soll sich der kleinste vorkommende Wert® von 
tg « slo 
tgomn = 3+ e-**7t(1 + 3 8). 
Durch obige drei Gleichungen sind drei der vier Konstanten «, B, y, t festgelegt, 
wahrend eine von ihnen, z. B. t, frei wahlbar bleibt; wahlt man z. B. willkiirlich 5 ae ag 


ag e-* = 0,1 oder 1 = 2,3026 und tZ Onin = 4,61, Be: 
copie y=0,9 |B=2| und « =1,2. 3 ass 
Fiir die Boyle-Temperatur ist nun ; as 


t 


ees (32) 2 
woraus sich nach Einsetzung obiger Werte die Boyle- Temperatur fir Stoffe mit - 
k=3 2 ee eS 24 BI , (32a) : 

toe (5) } : 


ergeben wiirde (wahrend der beobachtete Wert® fiir Wasserstoff 3,28 und fiir Helium 
4,34 ist). Aus der van der Waalsschen Zustandsgleichung ergibt sich hingegen fiir 
alle Stoffe die reduzierte Boyle-Temperatur zu 


Pan = = 3,375, 


Das reduzierte Volumen des Stoffes = der absoluten Nulltemperatur und dem 


Druck Null wird nach Gl. (31): | ¥¢9 = 0 , also z. B. fir r= 2 3026: 
0,9 ; 
Veo = 3-1,2. = 0,25. 


Beriicksichtigt man, daB das normale Volumen der Fliissigkeit® (bei Erstarrungs- 
temperatur) fiir Helium = vz/2,24 = 0,447 v, ist, so miBte der Stoff bei Abkithlung 
auf den Nullpunkt von 0,447 auf 0,25 v, zusammenschrumpfen. 

Schreibt man Gl. (31) in der Form 


3 ee et) Os) . 
.. : oe =1+ , =, (33) 
; £ Rae BP 37 Vy : Vy 


ae 
SS me res 


- s0 erkennt man, daB der dimensionslose Ausdruck pp tir Temperaturen oberhalb 
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der Boyle-Temperatur stets gréBer als 1 sein muB, da reli das Nene. Cheah in der 


geschlungenen Klammer in he aoe > 0 wird. 
Fir 7, <7T,, kann jedoch pa auch 1 oder <1 werden, wie dies auch bei 
Luft oder Wasserstoff beobachtet iy an z. B. Hiitte, 26. Aufl., I. Bd., 8S. 512 und 513). 
Eine allgemein, d. h. auch fiir Stoffe mit k > 3 giiltige Bezichung” wird aus 
GI..(31) dadurch’' erhalten, daB man das erste Glied rechts mit der y-Funktion nach 
Gl. (27) oder (29) und die e-Potenzen im zweiten und dritten Glied rechts mit dem 
Faktor (& — 2) vervielfacht, wodurch auch die Abhangigkeit der Boyle- “Temperatur 


von & zum Ausdruck kommt.® 
Aus Beobachtungen ergibt sioh; daB der Grad der ,,Dissoziierung y = I1/u, 


etwa nach der Beziehung: 


oe 


/ a bo ees 0,71 (34) 


temperaturabhangig ist. Ist fiir einen bestimmten Zustand v, und tT gegeben, so 
laBt sich nach Gl. (34) (falls die gemachten Annahmen sages y fir see belie- 
bigen Stoff berechnen. Mit den Temperaturfunktionen: z 


bg = yt (bs 2hem Ty und ®, =o (2) he Ta (35) 
lautet die reduzierte Zustandsgleichung: 
Berea ig o, oo. ee 
Pas = Vy a Vg Sg”? (36) 


in der (auSer den drei Zustandsvariablen p, v, T',) nur der Azitische Faktor k als 


Parameter vorkommt. 
Die Abweichungen vom Gasgesetz ergeben sich wieder analog Gl. (33) nach der 


Formel: 


PY _ Pete _ 3Y 1 (<3— os) 
RT oes ts ee ee ee ee (37) 


Fir Zustande, bei welchen die Temperatur und das Volumen derart hoch sind, ~ 


daB v, 7,4 etwa > 30 und daher [nach Gl. (34)] py = 4/8 ist, 14Bt sich Gl. (37) auch 
Sones hoa = 


POs a 385 : 
Beat ye (Ss me (38) 


So wird z. B. fir Wasserstoff mit k = 3,27, |k— 2 = 1,27 


B= 2, |o = 1,204 |r = 23025) and y= 0, 87a: 


The Boyle- Hee T Gir Seen en in Quelle® hierfiir der Wert 3,28 an- 


gegeben: ist). 
Die Abweichung vom Gasgesetz wird z. B. bei 0° C und 100 ata mit 7, = 8,25, 


|v, = 3,805|, 8, = — 0,666 und # = 1,63 nach GI. (38): 
po aes 1,63 3-0,666) _ : 
RP ~1+ 397-852 (sae 3,805 face SS 


wahrend hierfiir in Hiitte, 26. Aufl. der Wert 1,0625 angegeben ist. Hingegen ist 
z. B. fir H,O und niedrige reduzierte Temporatusen (= 650° bew. Te 4 sath) 
die iseretaeuamenate mit fen Erfahrungswerten wesentlich besser. 
Nach den VDI- -Wasserdammiiarcs 1937 ist mit v, = 3,07 (derzeit aWiat eee 
lichster Wert), »;, = 225,l ata, 7), = 647,16° K.: 
2,509 
k=4,407, p=1+0,469¢ %?o'—1, Ymax = k/3 = 1,469, 
ee stioNeb 2,3025 
O, == 0,7598 + 2,407 ¢ Te") 0, = 1 4S 14 ee 


eS a 


eV eee, ee ee 


ee LY ee DO ee ee ae 


a.) 


pia . nach Tafel Yn Te | ee ee | ee 
290 530 0,01023 3,3323 1,2411 1,3109 1,2883 
220 530 0,01445 4,7069 1,2411 0,99064 0,97732 
220 390 0,00777 0,41328 1,0247 0,9544 0,97732 
100 530 0,03519 11,463 1,2411 0,44727 0,44424 
100 390 0,02637 8,5896 1,0247 0,444737 0,444.24 
LO 530 0,3754 122,28 1,2411 -0,044433 0,044424 
Loe 390 0,3077 100,23 1,0247 0,0444416 | 0,044424 
10 250 0,2375 77,36 0,80838 0,044343 0,044424 
1 530 3,777 1230,3 1,2411 0,0044428 | 0,0044424 
1 390 3,116 1014,98 1,0247 0,0044433 | 0,0044424 
1 250 2,453 799,02 0,80838 0,0044388 | 0,0044424 
1 100 1,730 563,53 0,57663 | 0,0044484 | 0,0044424 


Die vungen de 50. fetetoncten Werte von “den FDamapfatelwertes sind aus 
nachstehender Tabelle ersichtlich. 


Differenz 


+ 1,76% 
+ 1,36% 
— 2,35% 
+ 0,68% 
+ 0,089% 
+ 0,02% 
+ 0,04% 
— 0,182% 
+ 0,0128% 
+ 0,0218% 
— 0,08% 
+ 0,137% 


Nach der fiir Wasserdampf und 8, angegebenen Beziehung ware die Boyle-Tem- 


peratur- 7'3, = 1,95, T,= 1260° K. 
J S-Diagrammen auch wahrscheinlich ist. . 
Fiir hohe Temperaturen scheint Formel (35) zu kleine Werte fiir 0, und % zu 


oder tg = 987°C, was- nach den bekannten 


ergeben. Da die e-Potenz nur den Wert 1 erreichen kann, sind die Temperatur- 
funktionen nach oben bzw. unten hin begrenzt, was unwahrscheinlich ist (z. B. fiir 


els hy eee ES “und (Ee me 


a5 14,286); 


GroBere es und horizontale Tangente bei Tr, = 0 ergibt z. B. die Beziehung: 


___2,8025 
lhl Ch 0 (39) 
(Osmin = — 5,3). Nach oben bzw. unten nicht begrenzte Funktionen von 7’, stellen 
z. B. die Gleichungen: 
Tec ase —1) (40) 
und 
= («' — pT") (41) 
dar, wobei der Brsament nm vom Heche Faktor k abhangt und fiir 
b= 8 3,27 | 3,63 | und 4,45 
etwa nm = 0,333 | 0,4 0,5 und 0,9 oder 1 


petrigt, wahrend «’ = 1,6 bzw. f’ = 2,6 fiir alle Stoffe gleich groB ist. 


Gl. (40) gilt nur fiir T, Sone aiond fiir unterkritische Temperaturen (7’, < 1) 
die ‘Temperaturfunktion #, Ronse = 


1 bleibt. 
Die Temperaturfunktion #, 1é8t sich z. B. auch durch die Boneiune 0, 


=1—a(T, 4 


far T, > lund #, = 1 + b (1— 7°) fir T, < 1 darstellen, wobei die Ronaaton a und b wieder 


| 0,75 0,6| fir H,0, CO,, H, und b = 1/0,33| fir H,0, CO,,) 
In ahnlicher Weise kann auch die van der Waalssche Zustandsgleichung (la) 
durch Einfiihrung von: 


erweitert werden und lautet dann: 


8T,y’ 


Pee asaya ly 


yi =1+(3k/8—l1)e Ps? 


- von ke abhangen und #®; im kritischen Punkt eine Spitze oder Unstetigkeit aufweist. (a = 1,11 


(34a) 


(Lb) 


_ des idealen re 


Fir groBe Volumina und nicht ¢ allzu tiefe Uotaperaturen eht 


kT 

fe Ue) (2 — 7s) 
liber, da fiir groBe v, der Betrag */; vernachlassigt werden kann. [Dieser Betrag laBt 
sich iibrigens auch zum Verschwinden bringen, wenn in Gl. (1b) der Ausdruck: 


oder De 


eo 
(3v,—1) durch (3 i ab em "tT 


ersetzt wird. Die Boyle-Temperatur wird nach Gl. (1 by Bee ay sonach fiir k > 3 
(z. B. CO,) kleiner als 27/8 oder 3,375, was dem wirklichen Verhalten nahekommt. 
Dasselbe gilt von der Inversionstemperatur bei p, = 0, die nach Gl. (1b) fir k > 3 
ebenfalls kleiner als 27/4 oder < 6,75 wird.] 


Die starke Zunahme ‘des AbstoBungsdruckes bei groBer Anndherung der Molekile (v, etwa 
< 0,5) kommt weder in Gl. (36) noch in Gl. (42), wohl aber in der van der Waalsschen Gl. (la) — 
(durch das ,,Kovolumen‘“‘) zum Ausdruck. Sie 148t sich in Gl. (36) bzw. (42) durch Multiplikation 
des zweiten Gliedes rechts mit einer zusdtzlichen Volumenfunktion g von v, (oder v,/y), z. B. 
y = [1 +a(b— v)f, beriicksichtigen, die erst bei v, < b zur Wirkung kommt, wobei a und b 
(etwa = 0,5) vermutlich wieder durch k bestimmt sind. 


Bei naherer Betrachtung erweist sich lectern Gl. (36) in theorete re Hinsicht — 


‘als unbefriedigend, da im ersten Glied rechts das reduzierte Molvolumen Vz, = pz Vz = 
= v,/y vorkommt, wahrend die beiden anderen Glieder das reduzierte kg-Volumen Vs 

enthalten. Nach Ansicht des Verfassers ist es theoretisch richtiger, auch im zweiten 
und dritten Glied rechts von Gl. (23). [bzw. (23a)] das Molvolumen V, an Stelle des 
kg-Volumens v, zu verwenden. Gleichbedeutend damit ist die bekannte bzw. tibliche 
Annahme,> daB das Korrespondenzprinzip nur bei Bezugnahme auf das ,,Molvolumen“ 
genau erfillt wird. Gl. (23) lautet dann in reduzierter Form: 


penta) +(Sfa—s(h yen a) 


wobei y eine Art ,,Dissoziationsgrad“ bedeutet (fiir den kritischen Punkt =1). ~ 

Die Abhangigkeit der dimensionslosen GréBe y von v, laBt sich fiir die kritische 
Isotherme (0, = 0; = 1) z. B. des Wasserdampfes an Hand der VDI-Wasserdampf- 
tafeln feststellen. Man gelangt hierbei zur Beziehung: 
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die natiirlich andere y-Werte liefert als Gl. (34). 
Die Abweichung vom Gasgesetz betragt nach Gl. (42) im allgemeinen: 
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und, fiir--4,,.0 4 > 50) baw. p= he: 
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Fiir Wasserstoff ergeben sich aus Gl. (45) mit 0, nach Gl. (40), & nach Gl. (41) und _ 


k = 3,27 etwa die in Hiitte, 26. Aufl., Bd. I, S. 513, ears ppeucn Werte, aus denen 
auch Gl. (40) abgeleitet wurde. S 

O,, J, und y ca empirisch zu bestimmen, so da’ Gl. (42) nur als ee gt 
Formel gelten kann. 


Mit 0 nach Gl. (41) ergeben sich fiir H,O und CO, die aus haohelene Tabelle — 


ersichtlichen Abweichungen der berechneten Driicke von den Dampftafelwerten. 
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100 ata, 150°C | 1,39 | 3,29 | 1,291 | 1,33 | 100 ata, 550°C 1,271 | 11,73 | 0,454 | 0,445 
150 ata, 150°C | 1,39 | 2,005| 1,962 | 2,00 | 300 ata, 550°C 1,271 33787. 1,98 
523 ata, 500°C | 2,545) 1,448) 6,975 | 7,00 | 100 ata, 309,5°C| 0,9 | 5,92 | 0,465 | 0,445 


Zusammenfassung. 


Die Einfiihrung des kritischen Koeffizienten (&) in die Zustandsgleichung durch 
Hinzufiigen einer vierten Konstanten (c) ergibt zwar einen besseren Verlauf der 
kritischen Isotherme und unterschiedliche Werte fiir tg «; die Ubereinstimmung 
mit dem wirklichen Verlauf dieser Isotherme ist aber besonders fiir stark assoziie- 
rende Stoffe (mit hohem k-Wert), wie z. B. Wasser, noch immer unbefriedigend. 

Unter der Annahme, daf die Steigerung von k iiber den Wert 3 hinaus nur durch 
die Assoziierung bedingt ist, wird nun mit Hilfe einer Zustandsgleichung (die fiir & 
den Wert 3 ergibt) der Versuch unternommen, auch die Veranderlichkeit des (physi- 
kalischen) Molekulargewichtes « in Rechnung zu stellen. 

Durch Auswahl einer bestimmten Abhingigkeit des « von v gelingt es auf diese 
Weise (wenigstens fiir itiberkritische Volumina), die kritische Isotherme auch fiir H,O 
erheblich besser als mit dem erstgenannten Verfahren wiederzugeben. 

SchlieBlich wird in Abschnitt F eine den thermodynamischen Voraussetzungen 
~ nach Abschnitt B entsprechende (von der iiblichen abweichende) Form der Temperatur- 
abhangigkeit des Kohasions- und AbstoBungsgliedes angegeben, die das Auftreten 
einer Boyle-Temperatur zur Folge hat. 


4 Literatur: 


1 Uber eine besondere Form der Zustandsgleichung. Akad. Wiss. Wien, Akad. Anz. Nr. 11 
- (1943). ka Nach W. Schile: Technische Thermodynamik, 2. Aufl., II. Bd., S. 80. Berlin: 
Springer-Verlag. 1914. —-* Z. B. nach E. Schmidt: Hinfihrung in die technische Thermodynamik, 
S. 136. Berlin: Springer-Verlag. 1936. —4 H. Mache: Einfiihrung in die Theorie der Warme. Berlin: 
Walter de Gruyter. 1921. — * E. Justi: Spezifische Warme, Enthalpie, Entropie. Dissoziation 
technischer Gase. Berlin: Springer-Verlag. 1938. — ® H. Geiger u. K. Scheel: Handbuch der 
Physik. Berlin: Springer-Verlag. 1927. Bd. X. 
(Bingegangen am 24. Dezember 1945.) 


_ Uber die Erhéhung der Ziindfahigkeit des elektrischen Funkens 
durch 6rt'i:cn? Verbesserung des zu ziindenden Gasgemisches. 
; Von H. Mache, ‘Wien. . 
Mit 2 Textabbildungen. 


Versuche nach einem an anderer Stelle bereits beschriebenen Verfahren haben 
ergeben, da die Ziindfahigkeit einer in einem strémenden, brennbaren Gasgemisch 
wirkenden Funkenstrecke durch Anderung der Elektrodenform, des Elektroden- 
metalls, der Funkenzahl oder durch Ionisation des Gemisches nicht oder nur wenig 
geaindert wird; daB hingegen eine. Vermehrung der Funkenenergie durch Erhéhung 
der Spannung im Primarkreis oder der Kapazitét und Selbstinduktion im Sekundar- 
_kreis das Ziindvermégen des Funkens wesentlich steigert und daB vor allem in der 
Nahe des ziindbarsten Gemisches eine wenn auch nur sehr kleine Erhéhung der Funken- 
lange eine sehr bedeutende Erhéhung des Ziindvermégens des Funkens bewirkt. 
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Des icichon vermag eine Steigerung der Teen See Acs Gasgemisches die zandung al 
sehr zu erleichtern. 

In erster Linie erscheint aber doch die Ziindfaihigkeit des fuoken! durch das ° 
Mischungsverhaltnis zwischen brennbarem Gas und Luft bestimmt. 

Fiir ein Propan-Luft-Gemisch deckt sich hierbei, wie 1. c. gezeigt wurde, das 
ziindbarste Gemisch mit dem stéchiometrischen. Ob das fiir alle brennbaren Gemische 
der Fall ist, wire noch zu untersuchen und erscheint keineswegs selbstverstandlich. 
Findet man doch bei allen brennbaren Gemischen die groBte Verbrennungsgeschwindig- 

keit nicht beim stéchiometrischen, sondern bei einem 

gasreicheren Verhiltnis, so daB man auch das ziind- 

barste Gemisch auf Seite des Brennstoffiiberschusses 

suchen kénnte. Aber auch auf Seite des Luftiiber- 
~ schusses lieBe sich das Optimum der Ziindbarkeit er- 
warten. So hat z. B. Falk? fiir- Knallgas gezeigt, 
daB8 — allerdings bei thermischer Ziindung durch 
adiabatische Kompression — sich Mischungen mit 
groBem SauerstoffiiberschuB weit leichter entztin- 
den als die stéchiometrische Mischung. Es ist also 
auch die Art der Ziindung von Einflu8. 

Immer aber zeigt es sich, da8 schon kleinste 
Anderungen des Mischungsverhiltnisses das Ziind- 
vermégen einer kaum ausreichenden Funkenstrecke 
stark zu erhéhen oder ganz aufzuheben vermégen. 
So gibt es kein wirksameres Mittel zur Verbesserung 
der Funkenziindung in einem vom ziindbarsten Ver- 
haltnis abweichenden Gemisch als ein Zusatz der 
im Mangel auftretenden Komponente, wo- 
bei immer die Herstellung des ziindbarsten Gemisches 
als Optimum anzustreben sein wird. : 
_ Von dieser Erkenntnis wird sich méglicherweise - 
auch ein praktischer Vorteil ziehen lassen, wenn 
man bedenkt, da sich die Verbesserung des 

iene Mischungsverhaltnisses durchaus nicht auf das ganze 
Abb tle zu verbrennende Gemisch, ja vielleicht nicht einmal 
auf das ganze Funkenvolumen erstrecken mu. Es 

wird geniigen, wenn man dafiir sorgt, da dort, wo der Funken ‘springt und die — 
Molekiile aktiviert werden, solches ziindwilligeres Gemisch vorhanden ist; denn hat 
sich einmal auch nur an einer Stelle aus der elektrischen eine thermische Ziindung ent- 
wickelt, so ist damit an dieser Stelle die héchstmégliche Konzentration aktivierter 
Molekiile erreicht und wird, falls es nur tiberhaupt brennbar ist, das ganze tibrige 
Gemisch ebenfalls von der Ziindung ergriffen werden. 

Die zur Bestitigung dieses Gedankenganges unternommenen Versuche wurden mit 
der schon |. c. beschriebenen Anordnung durchgefiihrt; nur da® hier die eine der in 
das ,,Kreuzrohr“ (Abb. 1) eingefiihrten Elektroden massiv, die andere jedoch, 
aus einem Rodhrchen gleichen auBeren Durchmessers gefertigt, am Ende durch einen 
Kegel geschlossen war, dessen Spitze eine Durchbohrung von nur 0°3 mm besaB. Sie 
diente dazu, um Luft oder Gas in das durch die Funkenstrecke strémende Gemisch 
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1 ,,Uber das Mischungsverhiltnis, bei dem ein Propan-Luft-Gemisch durch den elektrischen 
Funken am besten geziindet wird.‘ §.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. IIb (1946). 
a Vgl. W. A. Bone und D. Townend: ,,flame and Combustion in Gases“, S. 74 ff. Tenia 
The 
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hung der Zin eit des elektrischen Funkens. 


ein aoe ba en a) Funken in seiner Bahn eine wenigstens in unmittelbarer Um- 
gebung der durchbohrten Elektrode auch bei ganz geri Zut i 
Mischung vorfindet. a 
Es wird nun ein Gemisch eingestellt, das wesentlich unter oder iiber dem optimalen 
Verhaltnis liegt und die Funkenstrecke so weit verkiirzt, da8 nur mehr ein Teil der 
springenden Funken ziindet. Ziinden z von 100 Funken, so nennen wir z die (pro- 
zentuelle) ,,Entziindungszahl‘‘. La8t man dann aus der durchbohrten Elektrode 
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B 8 Bine schwache Lichterscheinung in Form einer bliulichgrau leuchtenden Spitze bildet 
4 sich tiber dem Funken immer, selbst dann, wenn das Gemisch jenseits der Ziimdgrenzen liegt 
oder, wenn innerhalb der Ziindgrenzen die Funkenenergie zu einer vollen Entzindung nicht 
ausreicht. Die letztere ist nur dann eingetreten, wenn sich tiber dem Funken plotzlich ein hell 
leuchtender Pfropfen brennenden Gases bildet, der, ohne zu erléschen, von der Strémung nach 
oben getragen wird. In der Nahe der Ziindgrenzen sind diese Entzinmdungen fast lautlos und 
nur im verdunkelten Raum zu zihlen; in der Nahe des stéchiometrischen Gemisches sind sie hell 
und erfolgen explosionsartig unter weithin hérbarem Gerdusch. 
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H. Mache: Uber die Erhéhung er 

Luft oder Gas austreten, so wird hierdurch in vom ziindbarsten Ve nis h: 
abweichenden Gemischen eine ganz wesentliche Verbesserung oder eine deutliche 
Verschlechterung der Ziindung erreicht, je nachdem das Gemisch durch diese Zufuhr 
dem optimalen Mischungsverhaltnis naher gebracht oder von ihm noch weiter entfernt 
wird. Um die Ziindung zu verbessern, ist also bei gasreichen Gemischen Luft, bei 
gasarmen Gemischen Gas einzufiihren, wobei aber in vielen Fallen auch schon Mengen 
von 2/,, cm?/s geniigen, um eine kraftige Wirkung auszuldésen, so da8 das zu ziindende > 
Gemisch, als Ganzes betrachtet, so gut wie nicht geandert wird. Nur in der Funken- 
bahn und unmittelbar dariiber wird die Mischung verbessert bzw. verschlechtert. 


Da die mit den zur Verfiigung stehenden Gasometern (Kubizierapparaten) erreich- 
bare Stromungsgeschwindigkeit 7 m/s nicht tiberstieg, konnte bei wasserstoffhaltigen 
Mischungen — besonders auf der Seite des Luftiiberschusses — ein Riickschlagen der 
Flamme auf die Miindung des Brennerrohres R nicht verhindert werden. Es brennt 
dann dort ein laminarer oder turbulenter Flammenkegel und springen weiterhin die 
Funken durch das Verbrennungsprodukt. Dagegen konnte mit Propan-Luft der 
ganze Bereich, einschlieBlich des stéchiometrischen Gemisches aufgenommen werden. 

In der angeschlossenen Tafel sind neben den Mischungsverhaltnissen (in ‘Volum- 
prozenten) die Wirkungen eines kleinen, stets gleichen Luftzusatzes (links) und eines 
ebensolchen Gaszusatzes (rechts) sowohl in Worten als auch quantitativ auf die fol- 
genden zweierlei Arten verzeichnet: Erstens zahlenmaBig durch Angabe der Faktoren 
K,, und Kg , um welche die Ziindungszahlen durch den betreffenden Zusatz verandert 


werden. Es bedeutet also K > 1 Verbesserung, K < 1 Verschlechterung der Ziindung. © 


Zweitens durch die in der Mitte der Tafel eingetragenen Stufenlinien, welche diese 
Ergebnisse graphisch darstellen. Die ganze Streifenbreite entspricht nach rechts 
dem Ausbleiben jeder Ziindung, nach links auf der Gasseite (also bei Luftzusatz) 
der doppelten, auf der Luftseite (also bei Gaszusatz) der hundertfachen Entziindungs- 
zahl. 3 


Hiernach wirkt in der Umgebung des ziindbarsten, 4°%igen Propan-Luft-Gemisches 
sowohl Luft- wie Gaszusatz auf die Ziindung verschlechternd ein, weil durch beides 
das stéchiometrische Mischungsverhaltnis verdorben wird. Erst in einiger Entfernung 
von der ziindbarsten Mischung tritt die beschriebene Wirkung auf und steigert sich 
auf der Gasseite bis zum 5°7%igen Gemisch und auf der Luftseite bis zum 2°5 %igen 
Gemisch. Hierbei erscheint (besonders auf der Luftseite) die durch die Zufuhr der 
im Mangel auftretenden Komponente erzielte Verbesserung weit starker als die Ver- 
schlechterung, welche durch die Zufuhr der im Uberschu8 vorhandenen Komponente 
bewirkt wird. Jenseits der Maxima sinkt dann die Wirkung wieder ab. 

Die gleichen Versuche wurden auch mit Stadtgas-Luft-Gemischen durchgefiihrt. 
Das verwendete stadtische ,,Permagas‘ hatte hierbei im Mittel die unten gegebene 
Zusammensetzung,* so daB das stéchiometrische Verhaltnis bei 22°1% lag. Da bei 


der erreichbaren Stroémungsgeschwindigkeit die Flamme zwischen 13,3 und 23,3% - 


Gasgehalt auf das Brennerrohr zuriickschlug, konnten die Beobachtungen in diesem 
Bereich nicht ausgeftthrt werden. Es ist aber zu erwarten, daB, wie oben, sich auch 
hier sowohl bei Zufuhr von Luft wie von Gas zunachst eine Verschlechterung der 


+ Kohlendioxydy, i civemcioriete iets 24% SKohlenoxydss. cence Sua aon Rare 12:8%- 
Schwere Kohlenwasserstoffe...... 214%." . Wasseretont 5-0. 5s100 ren che ane eae 43°0% 
Saverstoit:. Si. leste uecunceeereren tacts 04% .  Methaa nisics ha. peat oe 19°6% 

SOK sGOLE o oyncs, science Cai ee 19°4% 
Oberer Heizwert.......... 4140 keal/m® 
DD FCDUG arty ales oe wane aca ee 0°520 


Die schweren Kohlenwasserstoffe wurden bei der Berechnung als aus 90% C,H, und sie 
10% C,H, bestehend angenommen. z he Pa 
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Range Kets 2. ue eae ; : - 
varkeit gezeigt hiitte. _ Wieder tritt’ die beschriebene Wirkung erst in einiger core 
‘ntfernung vom Mischungsverhaltnis hochster Entziindlichkeit auf und _ steigert eae 
sich auf der Gasseite bis zum 28%igen, auf der Luftseite bis zum 8%igen Gemisch. hae 

_ Es sei noch angemerkt, daB es keinen Unterschied macht, ob die durchbohrte 6 

Elektrode als Anode oder Kathode verwendet wird. ; 

_Statt den Luft- oder Gaszusatz in die Bahn des Funkens mittels einer durchbohrten ra 
____Elektrode einzufiihren, wurde in einigen Versuchen diese Zufuhr durch ein 1°5 mm 
weites Réhrchen vorgenommen, das, wie Abb. 2 zeigt, in der 

Achse des Brennerrohres emporragte und einige Millimeter unter : | 

der Funkenstrecke endigte. Auch so kann man Luft, Gas oder | Rees 
ein fremdes Gemisch in die Funkenbahn bringen. Doch trat die 
in erster Linie interessierende Erleichterung der Ziindung in allen 

Fallen an der durchbohrten Elektrode besser in Erscheinung. 

_ Aus diesen Versuchen kénnen wir zu der Frage, wie man 
die Ziindfahigkeit des elektrischen Funkens in brennbaren 

Gasgemischen zu steigern vermag, folgendes bemerken: 

1. Wird man das Gemisch im ziindbarsten Verhaltnis her- 
stellen oder durch Zufuhr der im Mangel vorhandenen Kompo- 
nente aus einer Leitung (durchbohrter Elektrode) dafiir zu sorgen 
haben, daB wenigstens dort, wo der Funken springt, ziind- 
barstes Gemisch vorhanden ist. Erscheint eine gréBere Zufuhr 
notig, so wird man aus der Leitung gleich ein entziindlichstes Gemisch in die 
Funkenstrecke blasen, wobei das hierzu verwendete brennbare Gas auch ein anderes 
sein kann, als das im zu ztindenden Gemisch vorhandene. Bei Verwendung eines 
Gases, das mit Luft (oder Sauerstoff) héchst temperierte Flammen gibt (Azetylen, 

_ Wasserstoff), wird die Ziindung im iibrigen Gemisch um so leichter erfolgen. sm 

2. Eine weitere wesentliche Verbesserung der Ziindbarkeit eines Gasgemisches 
14B8t sich durch Erhéhung seiner Temperatur erreichen. Aber auch hier wird schon 
ein Teil dieser Wirkung zu erzielen sein, wenn man nicht das ganze Gemisch, sondern met 
nur die zusatzlich in die Funkenstrecke eingefiihrte Komponente_oder das dort einge- a 

_ blasene Gemisch auf héhere Temperatur bringt, was durch Heizung der durchbohrten 4 

Elektrode oder der sonst hierbei verwendeten Leitung leicht méglich ist. - : 

~3. Wird man nach Verbesserung der Ziindbarkeit des in der Funkenbahn vorhan- i 
_ denen Gemisches durch die im vorhergehenden beschriebenen MaBnahmen die Ziind- ; 
_ fahigkeit der Funkenstrecke durch geringe Erhéhung der Funkenlange soweit steigern, 
da8 jeder Funken ziindet. Es wird dann die Ziindmaschine die beabsichtigte Wirkung 
mit einem Minimum von Energie erzielen. 
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(Hingegangen am 31. August 1946.) 


Hohere Radlinien. 
3 : Von W. Wunderlich, Wien. 


3 Mit 12 Textabbildungen. S| 3 . 
; 1. Einleitung. Ss 
Ee Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit einer Erweiterung des Begriffes der : 
- Radlinien. Unter dieser Bezeichnung versteht man im allgemeinen jene ebenen a 
| -Kurven, die als Punktbahnen beim Rollen eines Kreises auf einem anderen entstehen. << 
_. Man unterscheidet dabei die Zykloiden, bei welchen der erzeugende Punkt auf : ae 


, 


dem Umfang des Rollkreises liegt, und die Trocéhoiden, bei welchen das nicht der : 3 
: 2 a 
Pc. 
ie 
a 


278 OS NW ie SERCHES Araceae eee 
Fall ist. Im Bedarfsfall wird noch durch die Vorsilben ,,Epi-“ bzw. ,,Hypo- ange- 
deutet, ob der bewegliche Kreis auf der AuBen- bzw. Innenseite des Fixkreises abrollt.— 
Diese ,,niederen Radlinien sind seit langem bekannt, da sie in Geometrie und Me- 
chanik bei den verschiedensten Gelegenheiten auftreten. Sie waren Gegenstand 
zahlloser, meist kleinerer Untersuchungen, welche eine Fiille schoner Higenschaften 
aufdeckten; eine befriedigende Monographie existiert aber eigentlich noch immer nicht.* 

Unter den besonderen Eigenschaften der niederen Radlinien ist besonders ihre 
doppelte Erzeugung hervorzuheben, die schon Euler (1784) gekannt hat: Jede- 
Radlinie kann auf zweifache Art als Punktbahn einer Kreisrollung entstehen? — 

Die Zykloiden nehmen insofern eine besondere Stellung unter den Radlinien_ 
ein, als sie noch eine weitere Erzeugung als Hiillkurve gestatten: Jeder Durch- 
messer des Rollkreises hiillt namlich im Verlauf der Bewegung eine Zykloide ein, 
und auch diese Erzeugung ist wieder auf doppelte Weise méglich.? 

Aus ihrer besonderen Entstehungsweise flieBen weitere bemerkenswerte Higen- 
schaften der Zykloiden, die den Trochoiden fehlen. So sind z. B. ihre Evoluten 
zur Grundkurve 4hnlich, woraus sich natiirlich auch Aussagen tiber die Evolventen 
ergeben. Die isoptischen Linien der Zykloiden sind Trochoiden, ebenso die 
FuBpunktskurven beziiglich des Mittelpunktes; letztere gehen tbrigens selbst 
durch das Zentrum und tragen einen eigenen Namen: Es sind die Rosenkurven 
oder Rhodoneen von Grandi (1713). 

Die angekiindigte Erweiterung des Radlinienbegriffes besteht nun darin, daB 
nicht bloB zwei, sondern eine endliche Anzahl s von Radern rollen. Es liegt ein erster ” 
Kreis vor, der fest ist und auf dem ein zweiter rollt; auf diesem rollt dann ein dritter, 
auf diesem wiederum ein vierter usw. Wesentlich ist, da alle Geschwindigkeiten 
zwar beliebig, aber konstant sein sollen. Ein mit dem letzten — dem s*" — Kreis 
starr verbundener Punkt beschreibt eine Bahn, die ,,Radlinie s*™ Stufe“ heiSen* 
soll. Man gelangt auf diese Weise zu einer groBen, auSerordentlich formenreichen 
Familie von Kurven, die durch eine Reihe bemerkenswerter Eigenschaften ausge- 
zeichnet sind und auf Grund ihrer mechanischen Erzeugung technisches Interesse 
verdienen. — 

An sich ist dieser schon in den Epizykeln des Ptolemaus (2. Jahrh. n. Chr.) 
verwirklichte Gedanke gewiB nicht neu, doch scheint eine systematische Untersuchung 
dieser Kurven bisher zu fehlen, da sie nirgends besonders erwahnt, geschweige denn 
gewurdigt werden.4 Und doch ist das eingehende Studium der ,,hdheren Radlinien“ 
lohnend, denn es lassen sich nicht nur die vorhin angefiihrten Satze tiber die gewéhn- 
lichen Radlinien (,,2. Stufe“) weitgehend verallgemeinern, sondern erst jetzt Aus- 
sagen tiber die allgemeinen FuSpunktskurven der Zykloiden und die isoptischen Linien 
beliebiger Zykloidenpaare machen. Ferner 14Bt sich eine groBe Zahl bekannter Einzel- 


* Zusammenfassende Darstellungen der. niederen Radlinien geben G. Loria: Spezielle 
algebraische und transzendente Kurven der Ebene, Bd. II. Leipzig. 1902. — H. Wieleitner: 
Spezielle Ebene Kurven. Sammlung Schubert 56. Leipzig. 1908. — Ausfiihrliche Literatur- 
angaben enthalten die Referate von G. Scheffers: Enz. math. Wiss. III D 4 und E, Wélffing: 
Bibl. math. (3) 2 (1901). ; 


2 So entsteht z. B. die bekannte dreispitzige Hypozykloide von Steiner als Punktbahn 
nicht nur bei der Rollung eines Kreises vom Radius 1 in einem Kreis vom Radius 3, sondern 
auch bei der Rollung eines doppelt so groBen im selben Grundkreis. 

% Die vorhin erwihnte Steinerzykloide entsteht als Durchmesserhillbahn sowohl bei der 
Rollung eines Kreises vom Radius 2 in einem Kreis vom Radius 3, als auch bei der Rollung eines 
doppelt so groBen um denselben Grundkreis. : 

* Die vielleicht einigermafen einschlagigen Arbeiten von G. Bellermann, Uber Rouletten, 
welche entstehen, wenn eine Zykloide auf einer anderen rollt (Berlin, 1892), und C. Kichler, 
Mitt. Hamb. math. Ges. 2 (1890) sind gegenwartig nicht greifbar. 


\ 


; oe . 
1d omer cneuiqipen” unter aus hoheren Radlinien Picorlnen, womit sie einer 
She niches Behandlung zuginglich gemacht und neue Zusammenhinge aufgedeckt 
werden. 

Die Méglichkeit, beliebig vorgegebene Linien durch héhere Radlinien mit jeder 
gewtinschten Genauigkeit anzunihern, unterstreicht ihre Bedeutung fiir die Technik. 


Die vorliegende Arbeit ist den allgemeinen Eigenschaften der héheren Radlinien 
gewidmet. Einzelheiten, Sonderfille und Anwendungen sollen spiteren Mitteilungen 
vorbehalten bleiben. 


2. Grundlegendes. 


Um einen Punkt A, der festen Ebene 2, drehe sich eine Ebene ©, mit der kon- 
stanten Winkelgeschwindigkeit w,. Um einen Punkt A, von 2, drehe sich eine weitere 
Ebene 2, mit der Geschwindigkeit w, usw. bis zur 
Ebene 2,, die sich mit der Geschwindigkeit w, um 
einen .festen Punkt A,_, von 2,_, dreht. Die Be- 
wegung von 2, gegen 2) mag in naheliegender Weise 
und in Anlehnung an den im Maschinenbau beim sog. 
,,Planetengetriebe“‘ verwirklichten Sonderfall s = 2 als 
»Planetenbewegung ste Stufe“ bezeichnet werden. 
Voraussetzung ist dabei, daB alle Geschwindigkeiten 
verschieden sind. 


Zur mathematischen Beschreibung der Bewegung : Abb. 1. 
nehmen wir in 2) ein ruhendes Normalkoordinatensystem 
x, y mit dem Ursprung in Ay an; entsprechend in der bewegten Ebene 2, ein 
mit dieser verbundenes Achsenkreuz &, 7 mit dem Ursprung A,_, (Abb. 1). Da wir 
uns vorlaufig auf reelle Punkte beschranken, kénnen wir jedes Koordinatenpaar zu 
einer komplexen Zahl zusammenfassen: 


2=“¢2--ty, C=F&+in (F =—1). (1) 


Durch diese Mafinahme wird eine bequeme Darstellung jeder Drehung und damit 
jeder Bewegung mdglich. 

Dreht sich namlich der durch eine komplexe Zahl-a gegebene Vektor um den 
Winkel «, dann wird seine neue Lage einfach durch a’ = a: e* dargestellt.® 

Die Anfangslage der Drehpunkte A, kann mithin durch die von Null verschiedenen 
komplexen Konstanten a,, @2...@,_, gegeben werden, die den Vektoren Ay A,, 
A, A,...A,_2A,;_, entsprechen. Ist schlieBlich ¢ die Zeit, dann sind w,t die Dreh- 
winkel der Vektoren a, und der mit ihnen verbundenen Ebenen 2,, und die Bewegung 
von 2, wird beschrieben durch die Gleichung . 


Z=a,;eMt+a,-eMmt +... +a,_yeb%—1t + C-et et, puede)" 


die die Lage eines beliebigen Punktes ¢ von 2, fiir jeden Augenblick.t in dem ruhenden 
System 2, angibt. Vorausgesetzt ist, daB die Koordinatensysteme z und ¢ in der 
Ausgangsstellung ¢ = 0 zueinander parallel liegen. Unter Einfihrung des Dreh- 
winkels p = w,t und.der Ubersetzungen m, = o,/o, haben wir 


s—1 


2= Cer + ae ebm, ? , (3) 


5 Dies ist eine Folge der Eulerschen Beziehung e** = cos « + isin «. Sind ndmlich 7, p die 
Polarkoordinaten des Vektors a, dann ist a = r(cosy + ising) = re, und fiir den gedrehten 
Vektor r, y + « gilt entsprechend a’ = ret@+) — rei?-ci* =a- et, 


wifloeiae reek C orgibt die arene der pees aye en 


s—1 


G=ig: eM Oy etm’? (m', =m, —1), Saath I 


y=1 
die natiirlich auch eine Planetenbewegung, aber mit anderen Geschwindigkeits- 
verhaltnissen ist. 


- 


3. Erzeugung der Radlinien. | 


Erteilen wir ¢ einen festen Wert a, + 0, dann stellt (2) eine Bahnkurve unserer — 


Bewegung ee Ihre komplexe Gleichung lautet in ee Form 


ies Da Ei yt, : , (5) 


Wir nennen sie eine ,,Radlinie ste Stufe“ und kennzeichnen sie im Bedarfsfall 
naher durch Angabe der Geschwindigkeitsverhaltnisse Der Wigs +@;; dieses Ver- 
haltnissystem soll die Sippencharakteristik der Radlinie heiBen. Der Kirze 
zuliebe sprechen wir gelegentlich auch schlechtweg von einer ,,Radlinie @,:...: @,". 

A, Konstantenzahlung in (5) unter Beriicksichtigung 


von Achsen- und Parameterverschiebungen lehrt, 


darunter je co%+1 der gleichen Sippe und hierunter 
A 4-“2/¢ wiederum je oo*—3 gestaltlich verschiedene Formen. 
Denken wir uns aufeinanderfolgende Drehpunkte 


Systeme 2, —, so erscheint die Radlinienbahn von 
A, durch ein bewegliches Gelenkpolygon erzeugt, 
dessen Glieder a, sich mit konstanten Winkelge- 
schwindigkeiten w, drehen. Der notwendige Zwang- 
lauf kann durch Zahnrader erzielt werden, wie dies 
Abb. 2 fiir eine Planetenbewegung 3. Stufe illustriert. 

In der Ebene 2, ist ein festes Zahnrad mit dem WaAlzkreis ky (Ao, r,) angebracht, 
das mit einem Rad &,’ (A,,7,') der Ebene 2, kammt; die beiden Radien sind durch 
die Forderungen | 3 
Tie = (@g—@,):@, . T) +72 = || 


bestimmt. Ein mit &,’ konzentrisches Rad k, (Ay 7,) ist mit 2, fest verbunden und — 


arbeitet mit einem Zahnrad k,' (A,,1r3/) zusammen; die Halbmesser sind durch 


Tits = (@3— 2): (W2—), 1 +173' = |@g| 
festgelegt. Wird nun a, mit der Winkelgeschwindigkeit @, um A, herumgefiihrt, 
dann erhalten tatsaichlich a, und a3 die verlangten Catehwintiereres @, und @s. 


Auf diese Weise laBt sich jede hdhere Planetenbewegung erzeugen. Allgemein | 


gelten dabei fiir die Walzkreisradien der beiden zusammenarbeitenden, an den Enden 


des Gliedes a, drehbar gelagerten und mit den Nachbargliedern starr verbundenen 


Rader die Beziehungen 
M1 Pvt. = (M41 — Wy): (@»—@4), Toa + Fie = a,| . ec 
(vy =1,2..:8—1; @) = 0), | y 
Fiir die technische Verwirklichung einer Planetenbewegung set Stufe sind mithin 


2(s— 1) Zahnrader erforderlich. Hohlrader (r < 0) lassen sich durch Einschaltung 
eines Ritzels immer vermeiden. Unter Umstiinden ist es zweckmaBig, ein Mittelglied a, 


festzuhalten und dafiir das System 2) beweglich zu gestalten ; 26 tana cae fiihrt : 


> acatinn Ga pieipeams Sb7 i Ahad 


x, daB es in der Ebene oo” Radlinien ste Stufe gibt, — 


PEP ROMA Neat at Bl 9 AREA 


durch Stabe verbunden — als Materialisation der 


q 
, 


Wate ee ee 


_ schiedene Arten durch ein zwangliufig bewegliches s-glied- 
__ riges Gelenkpolygon erzeugt werden. 


erste Glied a, auf Null zusammenschrumpfen, hierauf 


setzungen und Abmessungen der Zahnrider. Wir erkennen damit: 
Satz 1. Jede Radlinie ste™ Stufe kann auf s! ver- Ay 


Kine andere Erzeugungsweise einer hdheren Radlinie 
mit Hilfe eines Gelenkmechanismus von s? Gliedern 
veranschaulicht Abb. 3 fiir den Fall s = 4: Wir gehen wieder 
aus von dem Gelenkpolygon A, A,...A, und lassen das 


— 
in dem Restpolygon das Glied a, usw. Die bei den nice 3. 
Schrumpfungsprozessen von den Gelenken durchlaufenen 

Wegstrecken a,, a2 usw. werden ebenfalls als Stabe ausgebildet, womit wir zu einem 
Getriebe gelangen, das jeden der s Vektoren a, genau s-mal als Stab enthalt. 
Treiben wir schlieBlich die in A, zusammenstoBenden Glieder a, mit den ent- 
sprechenden Winkelgeschwindigkeiten @, an, so beschreibt das Ausgangspolygon 


'_ zwanglaufig die vorgeschriebene Bewegung und A, die gewiinschte Radlinie st Stufe. 


— Dieser Mechanismus stellt eine Verallgemeinerung des von Bellermann® der 
Entstehung von niederen Radlinien zugrunde gelegten Gelenkparallelogramms dar. 

Durch Vertauschung von Gliedern des Ausgangspolygons gelangen wir zu anderen 
Stabanordnungen. 


4. Polbahnen. 


Jede ebene Bewegung 1laBt sich bekanntlich auf das gleitungslose Rollen zweier 
bestimmter Kurven, der sog. Polbahnen, zuriickfiihren. 5 


Abb. 4, Abb. 5. 


Zur Ermittlung der Polbahnen der Planetenbewegung von x, gegen 2, bedienen 
wir uns wieder der Darstellung (3). Wir fragen nach dem Momentanpol M zur 
Zeit t, d. h. nach jenem Punkt €, der bei der infinitesimalen Bewegung wahrend des 


 Zeitelementes dt in Ruhe bleibt, fiir welchen also die Geschwindigkeit 


es 1 


2 dz dz . a cae °) 

= =0,5- = + > ame 
e dt me dp Out (¢ 3 

6 G. Bellermann: Epicykloiden und Hypocykloiden. Dissertation Jena. 1867. 
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verschwindet.. ‘Ausrechnung von ¢ ergibt sofort den Ort von M in &,, der bei va’ iablem p ns 


die Gleichung der Gangpolbahn f, darstellt: SS 
f : s—1 


—— pa Ay M, My P, (7) 
, ssl 


eee ee ee 


Durch Einsetzen. in (3) oder entsprechend durch Nullsetzen der Ableitung von (4). 


erhalten wir den Ort von M in 2», also bei veranderlichem die Rastpolbahn f, 
s—1 : 
3 zt = — Sa, my! em, 338) 
Wy : 
Die infinitesimale Bewegung kann als Drehung um M aufgefaBt werden, und im Ver- 
lauf der Gesamtbewegung rollt f, auf fy ab. ; is 
‘Beide Polbahnen sind offensichtlich Radlinien s— 1** Stufe, deren Sippen- 
charakteristik aus den Gleichungen unmittelbar abgelesen werden kann. = 
Satz 2. Die Polbahnen einer Planeten- 
bewegung stet Stufe mit der Charakteristik 


Wy ; 
Die feststehende Rastpolbahn gehért der 
Sippe @,:...:@,-; an, die auf ihr 


Betrachten wir eine bestimmte Rad- 
linie € = a, und erinnern wir uns, da die 
Seiten des Gelenkpolygons a,...a, be- 
liebig vertauscht werden kénnen, so er- 
kennen wir, daf es im ganzen s ver- 
schiedene Bewegungen gibt, die dieselbe 
Bahnkurve erzeugen; sie unterscheiden 
sich nur durch das Endglied. Entsprechend 
gibt es hierzu s verschiedene Polbahn- 
paare. 

Satz 3. Jede Radlinie ste™ Stufe kann 
auf s verschiedene Arten durch das Ab- 
rollen zweier Radlinien s — 1" Stufe erzeugt werden. ; 

Hierin steckt die erwahnte doppelte Erzeugung der gewéhnlichen Radlinien (s = 2) 
durch Rollung von Kreisen (Radlinien 1. Stufe). — Jede Radlinie 3. Stufe hingegen 
entsteht auf dreifache Art beim Abrollen einer Trochoide oder Zykloide auf einer 
anderen. 


Abb. 6. 


Als Beispiel betrachten wir die durch die wohl einfachste Konstantenwahl a, = a, = a, = 1, 


1: Wg: @3 = 1:—1:2 erklirte Radlinie &. Aus ihrer komplexen Gleichung 
gett 4 ett 4 edit (9) 
flieBt nach Trennung von Real- und Imaginirteil sofort die reelle Parameterdarstellung 


x= 2cost+cos2t, y=sin 2t. 


\ 


Die als ,,gerades Dreiblatt bekannte Kurve ist in Abb. 4 bis 6 in den drei méglichen Ent- 


stehungsarten dargestellt. Die Méglichkeiten sind die folgenden: 


1:—1:2. Auf der Ellipse 2* = - ett = e~*t (Hypotrochoide 1:—1) rollt die zweiblittrige 


Rosenkurve ¢* = a 67 Ht b = e— tt (Epitrochoide 1: 3). 


abrollende Gangpolbahn der  Sippe | 


*. 


er eee reg Mehete Redlinon. Ng 


_ —1:2:1. Die Polbahnen sind zwei kongruente Steinerzykloiden (Hypozykloiden —1:2) 
age e* = Qe—tt_ @2 tt und C* = e—2tt__Qeit, die stets spiegelbildlich zu ihrer Walz- 
tangente liegen, was unmittelbar auf die ibliche Definition des Dreiblattes als 
FuSpunktskurve einer Steinerzykloide fahrt (vgl. Abschn. 9). 
2:1:—1. Auf einer Pascalschnecke 2* = 3 e2tt + Q¢it (Epitrochoide 1:2) rollt eine 
_ Epitrochoide 2:3 (C* = 2 ett 4 ¢2%t), 


5. Algebraische Radlinien. 


Bei der Erzeugung der Radlinien durch Zahnradgetriebe sind alle Geschwindigkeits- 
verhaltnisse notwendig rational; die Geschwindigkeiten w, selbst diirfen wir unter 
diesen Umstainden als ganze und teilerfremde Zahlen voraussetzen. Der Zeit- 
parameter ¢ kann sodann auf ein Intervall von der Linge 22 beschrankt werden, 
denn die Funktion z (¢) besitzt diese Periode. Die Radlinien sind in diesem Fall ge- 
schlossen und algebraisch. 

Zur Feststellung der algebraischen Charaktere einer solchen Radliniensippe fassen 
wir den Ubergang (1) von den Koordinaten a, y zur komplexen GréBe z durch Hinzu- 
nahme der konjugiert-komplexen GriBe z = x—iy als (lineare) Koordinaten- 
transformation x, y —2z,z auf. Diese sog. ,,Minimalkoordinaten® haben sich viel- 
fach bewahrt, spezie!l auch in der ebenen Kinematik, finden aber noch immer nicht 
die gebiihrende Beachtung.? — Es sei erwahnt, dai wir jetzt auch die komplexen 
Punkte der Ebene beherrschen, wenn wir fiir z und Z auch nichtkonjugierte Zahlen- 
paare zulassen. 7 

Nach Einfiihrung des algebraischen Parameters wu = e'! (u = 1/u) lautet die nun 
durchaus rationale Parameterdarstellung der Radlinie (5) in Minimalkoordinaten 


— 


& ) 
= D>) as Ur, i Gs Uae wv. (10) 


Algebraische Radlinien sind mithin rational (vom Geschlecht Null). 
Zur Ermittlung der Ordnung WN haben wir die Schnittpunkte mit einer allge- 
meinen Geraden abzuzaihlen. Da letztere durch eine lineare Gleichung in z und z 


dargestellt wird, gelangen wir nach Einsetzung der Ausdriicke (10) zu einer algebraischen _ 


Gleichung in x, deren Grad wegen a, + 0 durch 
N = 2 max |a,| : (11) 
gegeben ist. 3 
- Zur Bestimmung der Klasse M sind die durch einen allgemeinen Punkt (p, p) 
der Ebene laufenden Tangenten der Radlinie abzuzaihlen. Die Bedingung hierfiir lautet 
(p —z):(PB—2) =4:2 oder pe—pz=zi —2z2, 


was nach. Einfiihrung von (10) auf 


¢ ae $ 8 Pe 
Dy Os (p dy U% + p Ay U-~%) = SY? DS) ay Gy (@p + @y) UPn— % (12) 
v=1 p=19=1 
fiihrt. Im allgemeinen stimmt die gesuchte Klasse mit dem Grad dieser Gleithung 
tiberein : M = 2 max (|a,|, |o,— @,|). (13) _ 
Oy + Wy =F 0 


7 Zur Untersuchung der niederen Radlinien wurden Minimalkoordinaten baw. die komplexe 
Zahlenebene herangezogen von F. Morley, Amer. J. Math. 16 (1894) und F. Schilling, Z. 
Math. Physik 44 (1899), zum Studium der ebenen Bewegung von R. Mehmke, Z. Math. Physik 35 
(1890) und in neuerer Zeit von E. Hackmiller, Z. angew. Math. Mech. 18 (19388), insbesondere 
fiir die Koppelkurve von A. Haarbleicher, J. éc. pol. 1131 (1933). 
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Jene Paare Ons @,, deren Summe. verschwindet, ‘dnd auszuschlieBen, da “ii 


auf der rechten Seite von (12) wegfallt. 
Es kann vorkommen, da8 fiir einen bestimmten Parameterwert 2, ot z als 


auch z verschwindet, nimlich dann, wenn ein Riickkehrpunkt vorliegt. Gl. (12) 


gestattet dann die Abspaltung des Wurzelfaktors u—, und die Klasse erniedrigt 


sich um 1. 


Satz 4. Eine algebraische Radlinie der Sippe @,:...: : @; (w, ganz und teilerfremd®) 


hat die Ordnung N = 2 max |w,| und im allgemeinen die Klasse M = 2 max (|o,|, 


,, — ,|). Bei der Bestimmung der Klasse sind gegengleiche Paare w,, w, auszuschal-_ 
# g gegeng ye : 


ten, fae fiir jede auftretende endliche Spitze 1 in Abzug zu bringen. 


Zur Klarung der Verhaltnisse im Unendlichen wird man mittels 


homogene Koordinaten und Parameter einfiihren. Durch Umnumerierung der 
Winkelgeschwindigkeiten und allfalligen Vorzeichenwechsel kénnen wir erreichen, 
daB w, den grod8ten vorhandenen Betrag hat (zumindest von keinem anderen Betrag 
iibertroffen wird) und positiv ist. Dann sind in der aus (10) flieSenden Darstellung 
der Radlinie 


§ 8 


Zig? Dy Lg Uy Ug) Ge Uyet te ge — On ae Ur (15) 
y=] ; 


y=1 =: 

keine negativen Exponenten vorhanden. ‘Die Ordnung ist N = 2a). 
Der Schnitt mit der Ferngeraden Z, = 0 verteilt sich auf die beiden Punkte wu, = 0 
und uw = 0, je w,-fach gezahlt. Die Lage dieser Punkte hangt aber noch vom Wert 
der kleinsten Winkelgeschwindigkeit ab, die mit w, bezeichnet sei. Wir haben zwei 


Hauptfalle zu unterscheiden, je nachdem ob w, + w, von Null verschieden ist oder 


nicht. 

I. w, + @, +0. ,,Zirkulare Radlinien“. 

Dem Wert uw, = 0 entspricht der Kreispunkt 0:0:1; die durch die niedrigsten 
Potenzen von wu, in (15) bestimmte Naherung daselbst lautet 


Lot Ly Ze = Wey UP ea (16) 


Wir haben daher nach dem Vorzeichen von , zu unterteilen: 

Ia. w, > 0. Die absoluten Kreispunkte sind @,-fache Punkte der Radlinie; die 
Tangenten fallen in den Minimalgeraden a + 7 y = 0 zusammen. — Fiir s = 2 erhalt 
man die Epitrochoiden, so daB man allgemein von ,,AuBenradlinien“ sprechen kénnte. 

Ib. w, <9. Die absoluten Kreispunkte sind (, + w,)-fache Punkte der Rad- 
linie mit der Ferngeraden als gemeinsamer Tangente. — Fiir s = 2 erhalt man die 
Hypotrochoiden, so da man allgemein von ,,Innenradlinien“ sprechen kénnite: 

II. w, + w, = 90. Die Radlinien sind nicht zirkular, sondern gehen wegen (16) 
durch die Fernpunkte 0: Ay: a, und 0:4,:@,. Dieselben fallen zusammen, wenn 
die Determinante 4 = a, a, — a, 4, verschwindet. 


Ila. 4+0. ,,Elliptische Radlinien‘. Die Fernpunkte sind konjugiert- 
komplex und lassen sich durch die lineare Transformation 3 = @, z — a2 2 in die abso- . 


luten Kreispunkte tiberfiihren. Die elliptischen Radlinien sind daher affin zu den 
zirkularen. m3 
Ilb.d = 0. ,,Parabolische Radlinien“. Die Fernpunkte fallen in der Richtung 
des Vektors 2 = a, + a, zusammen. Dieser Punkt ist im allgemeinen eine isolierte 
Singularitat mit in der Ferngeraden zusammenfallenden Tangenten; in Ausnahmefallen 
k6énnen sich aber auch reelle parasitische Kurvenzweige dorthin erstrecken. 


* Enthalten die w, den gré8ten gemeinsamen Teiler g, dann ist die Radlinie q-fach iiberdeckt. 


ay, 
i 
a pk 
» a 2 
wees = 


=Z,/Z),, #@=2Z,/Z, und w=uU,/U “Son (14) 


eS oe) ve oe) ee 
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_ positiven Sinn um den Nullpunkt 4,_, dreht. Nun wird 


; raden Dreiblattes (9) Perciceiohvlet daaelbe als anailase 
: Radlin 4. Ordnung und 6. Klasse, die die Ferngerade. als Doppeltangente besitzt. 


‘Die folgenden, leicht einzusehenden Satze betreffen Fragen der Symmetrie: 


Satz 5. Sind in der komplexen Gleichung (5) einer Radlinie alle a, reell (rein. 


imaginar), dann ist die Kurve symmetrisch zur reellen (imaginaéren) Zahlenachse. 


Satz 6. Eine Radlinie weist dann und nur dann eine q-zahlige Drehsymmetrie auf, 


_ wenn die teilerfremden @, einer arithmetischen Reihe mit der Differenz ¢ entnommen 


sind. 


Hieraus geht u. a. hervor, daf alle Trochoiden  :.w, eine |\w, — w,|-zahlige Symme- 
trie besitzen. 


a, a 


6. Hiillbahnen von Geraden. 


Nach weitgehender Klarung der bei einer Planetenbewegung entstehenden Punkt- 
bahnen wollen wir jetzt die Hiillkurven von mitgenommenen Geraden untersuchen. 

Wir denken uns also mit der bewegten Ebene 2, eine . 
Gerade g starr verbunden (Abb. 7). Sie sei in dem der 
Ebene aufgepragten ¢-System durch einen Richtungsvektor 
A von Einheitsbetrag (4 = e'*) und durch den orien- 
tierten Ursprungsabstand p festgelegt ; p werde dann positiv 
gezahlt, wenn die im Sinn von A gerichtete Gerade im 


g mittels eines reellen Langenparameters 4 = A dargestellt 
durch € =—A-+AA. Hinzunahme der konjugierten 
Beziehung und Elimination von 4 fiihrt bei Beachtung von 


A A =1 auf die Gleichung in Minimalkoordinaten 


AC—AE+2pi=0. (17) 
Die Gleichung im festen z-System entsteht daraus durch Einsetzen von (4): 
Az-e-i9—_Az-eio = —2pi ed Oy ef ty’? —— A aye—tm’?) (18) 
Zwecks Ermittlung der Hiillkurve ist ee gy zu differenzieren: 
Az:e-i? + AZ? = ery dy m,' et’? + A a, Bt, e— i my’ ?), (19) 
v=1 


Damit haben wir die Gleichung einer Geraden g, die g im Berithrungspunkt mit der 
gesuchten Hiillkurve / schneidet; da ihre Richtung zu g senkrecht ist, ist g die Nor- 
male von J. 

Rechnen wir z aus dem Gleichungspaar (18), (19) aus (Addition!), so erhalten 
wir unmittelbar die komplexe Darstellung der Hiillkurve 


s—1 : 
z2=—Api-eér— Bo: (a, m,"" em? + A* a,m, e—*™y ?); (20) 
— - 
- hierin ist abkiirzend m,’’ = m,’ — 1 = m, — 2 gesetzt. 


Aus der Bauart der Gleichung ersehen wir, daB es sich wieder um eine Radlinie 
handelt. Sie ist im allgemeinen — d. h. wenn alle Exponenten verschieden sind und 
keiner verschwindet — von 2s — lt Stufe und gehért der Sippe @,:...: @,- 3: 

Pipe Cie Oita n «3 : (2@,—,-,) an. Denken wir uns die w, auf einer Zahlen- 


‘geraden markiert, so besteht die Sippencharakteristik der Hiillkurve aus jener der 
 erzeugenden Planetenbewegung, vermehrt um das Spiegelbild an w,. Wegen , + 0 


haben die ae und die kleinste Winkelgeschwindigkeit cer : dee Yu n i 4 


die Radlinie ist stets zirkular. 

‘Die anschauliche Ubersicht l4Bt uns auch gewisse Falle von Stufenre aqeuionen 
erkennen. Ist etwa ein Paar w,, w, von vornherein symmetrisch zu w,, dann erzeugt 
es bei der Spiegelung kein neues und die Stufe fallt um 2 niedriger aus. ae zuge- 
horigen Glieder in der Gl. (20) lassen sich zusammenziehen zu 

din, (a, — A? a,) eu? + 2 My (Gy a AX G,) Er, (21) 
Da die beiden Klammern bis auf einen Faktor konjugiert sind, kénnen sie nur gleich- 
zeitig verschwinden; dies ist in der Tat fiir gewisse Richtungen méglich, falls die 
Glieder a, und a, gleiche Lange haben; die Stufe sinkt dann neuerlich um 2. — Kommt 
schlicBlich etwa die Geschwindigkeit w, = 2, vor, so ist der zugehdrige Spiegel- 
punkt die Null; da aber gleichzeitig der Faktor m,’’ verschwindet, sinkt die Hiill- 
kurvenstufe ebenfalls um 2. — Die einzige ungerade Stufenreduktion bringt p = 0 
mit sich: Fiir Geraden durch A,_, vermindert sich die Stufe um 1. — Wir fassen zu- 
sammen: 


Satz 7. Die Hiillbahn einer Geraden, welche einer Planetenbewegung s*™ Stufe 
@,:...:@, unterworfen wird, ist im allgemeinen eine zirkulare Radlinie 2 s — 1% 
Stufe @,:...: :@s:(2@,—@,):...:(2@,— @,_1). Fir Geraden durch den Dreh- 
punkt A,_, der bewegten Ebene 2, erniedrigt sich die Stufe um 1 (a, entfallt). Ist 
eine Geschwindigkeit w, = 2, vorhanden, dann sinkt* die Hiillkurvenstufe um 2, 
ebenso fiir jedes Paar w, + w, = 2 ,; in diesem Fall kann fiir Geraden einer bestimm- 
ten Richtung eine weitere Reduktion um 2 eintreten, wenn |a,| = |a,|. 


In Anlehnung an den Fall s = 2, p =0, der die Zykloiden liefert (Abschn. 1), 
nennen wir nun die als Hiillkurven von Geraden erzeugbaren Radlinien ,,zykloidale“. 
Im Bedarfsfall unterscheiden wir dabei zykloidale Radlinien ,,im engeren Sinn“ fiir 
p =O und solche ,,im weiteren Sinn“ fiir p + 0. Letztere sind die Parallelkurven 
der ersteren und haben zufolge der nur um gerade Betrage erfolgenden Stufenreduktion 
immer eine ungerade Stufe, wahrend zykloidale Radlinien im engeren Sinn immer 
von gerader Stufe sind. — Wir werden in den folgenden Abschnitten sehen, da® sich 
diese Unterfamilie von den allgemeinen Radlinien durch ahnliche ausgezeichnete 
Eigenschaften abhebt wie die Zykloiden von den Trochoiden. 

Ks erheben sich sogleich zwei wichtige, eng miteinander zusammenhingende Fragen: 
Woran erkennt man eine zykloidale Radlinie und wie findet man eine Planeten- 
bewegung, bei der sie als Hiillbahn entsteht? 

Nach dem Gesagten miissen die in der Radliniengleichung auftretenden Winkel- 
geschwindigkeiten auf der Zahlengeraden eine symmetrische Punktgruppe bilden, 
d. h. sie miissen sich in Paare @,, w,’ mit gleicher, nichtverschwindender Summe auf- 
teilen lassen; bei ungerader Stufe muB die iibrigbleibende Geschwindigkeit w, gleich 
der halben Summe sein. Wir kénnen die komplexe Darstellung also in der Form 

s—1 
z= best + DS (by ett +b, et) mitw, + w, = 20, + 0 (22) 
v=] 
voraussetzen und miissen trachten, sie in die Gestalt (20) tiberzufiihren. Der Koeffi- 
zientenvergleich liefert folgende Bestimmungsgleichungen fiir A, p und die ay: 


Apt = — b,, Ay — = 2 Gs, A? ay = = —2b,’. (23) 


s $s 


Bei der Auflésung unterscheiden wir am besten zwischen ungerader und gerader Stufe. 4 


yee) teh in) 10 ll a " gai as ama | ee ae bie tess ———, " vhs ee nas . 


AYO! 


b, + 0. (Zykloidale Radlinien im weiteren Sinne) 


Sep aes 
p= (bl, A=, Be ae EOL ee (24) 
&§ 


-Damit die. beiden fiir a, gefundenen Ausdriicke auch iibereinstimmen, miissen die x 
 entsprechenden _,,Vertraglichkeitsbedingungen“ 
/ 


@y by by = cy" By" be (28) 


erfiillt sein, Die Bee wine p =—|b,| bringt nichts Neues. 
Il. 6, = 0. (Zykloidale Radlinien im engeren Sinne) 
p = 0, dy = 2b, 2s, At = — (26) 
y Wy 


.. Die ,,Vertriiglichkeitsbedingungen“ bestehen hier darin, daB die fiir A? eee 


Ausdriicke gleich ausfallen und Einheitsbetrag haben. 


Marnheimburve 


Lvolute 


Kastpolbahn 


Bei der Aufteilung der Winkelgeschwindigkeiten auf zu w, symmetrische Paare wy, 
,' ist noch eine gewisse Willkiir offengelassen, da die Elemente eines Paares vertauscht 
werden konnen. Auf die zugehérige Vertraglichkeitsbedingung hat dies keinen EinfluB, 
da sie lediglich in die konjugierte tibergeht. Da bei den s—1 Paaren im ganzen 
28-1 derartige Vertauschungen vorgenommen werden konnen, kann die Radlinie 


auf ebensoviele verschiedene Arten als Hiillbahn entstehen. Jede Vertauschung © 


auBert sich in der Darstellung (20) als Platzwechsel entsprechender Glieder in einer 
Klammer; die betroffene Bewegungskomponente a, e'™»? geht dabei in eine neue 
— A? a,e—*™"? iiber. 

_Im Hinblick auf die Méglichkeiten einer Stufenreduktion ist es fas daB dieselbe 
Radlinie auch noch auf unendlich viele Arten durch Planetenbewegungen hoherer 
als stet Stufe erzeugbar ist; naturgemaB gilt aber das Interesse vor allem der Minimal- 
stufe. 


Satz 8. Eine Radlinie 2s — ltt bzw. 2s — 2%? Stufe ist zykloidal, wenn die 
Werte der Winkelgeschwindigkeiten auf der Zahlengeraden durch eine symmetrische 
Punktgruppe dargestellt werden und tiberdies fiir das Gelenkpolygon gewisse Ver- 
traglichkeitsbedingungen (25) bzw. (26) erfiillt sind. 


Die Radlinie ist dann auf a8 -1 here: als Hiillkurve eine 


die einer Planetenbewegung ste™ Stufe unterworfen wird. Im 


An 
oa 


zweiten Fall — 


linienstufe gerade — geht die Gerade durch den Drehpunkt der bewegten Ebene, | 


sonst nicht. 


Als Beispiel betrachten wir die zirkulare Radlinie 4. Stufe der Sippe —1:1:2:4 | 
e=4e-it4 Qeit4 e2it_ efit, - (27) 
deren Winkelgeschwindigkeiten die verlangte Symmetrie aufweisen; der Mittelwert ist 3/2. 


Um Briche zu vermeiden, verdoppeln wir alle Geschwindigkeiten, was der Einfiihrung des neuen 
Parameters t = t/2 gleichkommt. Die Aufspaltung : 


o,=—2, of = 8; o=2, @, =4;5 Oe 3 
Ue eenine Cis b,/ =—1; bd, OS Zale b, = 0 


fuhrt gemaB (26) zu den Daten 2 
pi=0; ad; — Os\— 3, A=-4+41. 
Da die Vertriglichkeitsbedingung erfillt ist, ist die vorgelegte Radlinie tatsichlich zykloidal 


“und sie entsteht als Hillkurve der n-Achse bei der Planetenbewegung 3. Stufe —2:2:3 


g= Be-2tt 4 Beit 4 CL. edit, (28) : 
Die Bewegung ist gem48 Abb. 8 einfach herzustellen: Der Drehpunkt A, vollfithrt eine harmonische 
Schwingung, wahrend die Ebene ¥, mit anderthalbfacher Frequenz gleichférmig um ihn rotiert. — 
Der Berihrungspunkt einer Lage von g mit der Hiullkurve ist der FuBpunkt des aus dem 
Momentanpol M auf g gefallten Lotes g (vgl. Abschn. 4 und 10). Der Ort der Pole — die Rast- 
polbahn f, — wird gem4G (8) durch 2* = 5 e277 + e247 dargestellt und ist eine Ellipse. 

Die anderen drei Planetenbewegungen, die die Kurve (27) als Hillbahn erzeugen, gehen 
aus (28) durch die wahlweisen Vertauschungen 3 e—2%*-—> 3 e8** und 3 e2**-> 3 e4** hervor. 
Es ist hervorzubeben, da — der vorgenommenen Geschwindigkeitsverdopplung entsprechend — 
in allen Fallen die umhillte Radlinie doppelt iiberdeckt erscheint. 


7. Evoluten und Evolventen. Rektifikation. 


Aus dem Vergleich der Gl. (18) und (19) von g und g erkennen wir, daB auch die 
Kurvennormale g einer gewissen Planetenbewegung unterworfen ist. Hieraus folgt, 
dafB die Evolute der Hiillkurve / von g so wie diese selbst eine zykloidale Radlinie 
ist. Daf dieser Satz allgemeiner auch fiir die Evolutoiden von J gilt, ist unschwer 
zu. beweisen.® ¥ s 

Wir denken uns die Tangente g um ihren Beritthrungspunkt um den Winkel 8 
in die Lage g’ gedreht. Setzen wir ¢'® = B, so hat g’ die Richtung AB und in An- 
lehnung an (18) eine Gleichung von der Bauart ‘ ; 


A Bz-e-i#_A Bz-e'? = C (9), 


wobei sich der Wert von C durch Einsetzen des Beriihrungspunktes z gema® (20) 
errechnet. Wir finden so ; 


“ee ais 
ABzde—A Bze*e=—(B+ B)pit + [Aa (Bm, — Bm,”) cme — 
3 : = 
—Aa, (Bm, — Bm,”) esi’ ?], (29) 


Der Aufbau entspricht durchaus jenem der Gl. (18), so daB auch g’ einer gewissen- 
Planetenbewegung unterworfen ist.. Schnitt von g’ mit der durch Ableitung nach p 
berechneten Evolutoidennormalen g’ liefert dann schlieBlich die eingehiillte Evolutoide 


_* Zieht man dureh die Punkte einer Kurve Strahlen, welche mit den Tangenten einen festen 
Winkel # einschlieBen, so hillen diese eine ihrer ,,Evolutoiden“ ein, unter denen sich fir B = 2/2 
die Evolute befindet. ae 


(Cre ‘ 3 * Cea i a ; 
aes = sah ccs setae A(l a BY) pi a vane sigs 1 Sen My” (m,"" = B2 My) eim, 9 — 
: ne — A*® a, m, (m, — Be My’) e— imp” #7, . (30) 
Dieselbe unterscheidet sich nicht wesentlich von der Grundkurve: Es ist im allge- 
‘meinen eine Radlinie gleicher Stufe und Sippe — als Hiillbahn sicherlich zykloidal — - 
und fallt fiir 6 = 0 mit ihr zusammen. Lediglich bei der Evolute / (G2S 7/27 BR S11) o> Bei 
verschwindet das bei zykloidalen Radlinien im weiteren Sinn vorhanden gewesene Be 
. erste Glied; die Evolute ist mithin stets eine zykloidale Radlinie im engeren Sinn, : 
die Evolutoiden hingegen nur bei ebensolchen Grundkurven (p = 0). Dieses Ver- ee ; 
-halten wird ohne weiteres verstindlich, wenn man bedenkt, da die zykloidalen ee 
Radlinien im weiteren Sinn Parallelkurven einer zykloidalen Radlinie im engeren oe 


Sinn sind. Die Schar der Parallelkurven von I stellt die Evolventen von i dar. E 


a _ Satz 9. Die Evoluten und die Evolutoiden einer zykloidalen 

— Radlinie im engeren Sinn sind gleichartige Kurven derselben 
Sippe. Die Evolventen sind im allgemeinen zykloidale Rad- 
linien im weiteren Sinn mit um 1 hoéherer Stufe. 


: Satz.10. Die Evolutoiden einer zykloidalen Radlinie im 
weiterén Sinn sind gleichartige Kurven derselben Sippe. Die 
, 


Evolute ist eine zykloidale Radlinie im engeren Sinn mit um 1 
_niedrigerer Stufe. — Die Evolventen sind keine Radlinien. 
Die letzte Behauptung stiitzt sich auf die Tatsache, daB 2 
‘die Evolute (30) wegen B? = — 1 niemals eine zykloidale Rad- 
linie im weiteren Sinn sein kann. hii oF 
= Auf Grund der dargelegten Verhaltnisse ist zu erwarten, iS 
: daB sich die Rektifikation der zykloidalen Radlinien elementar durchfiihren l4Bt. = 
x — Wie aus Abb. 9 hervorgeht, ist das Bogendifferential dS proportional dem id fo 
_. Kriimmungsradius & und dieser wieder ergibt sich als Abstand zwischen Tangente a 
: g und Evolutennormale 9. 2. eae 
; Subtraktion der Tangentengleichung (18) von der durch zweimalige Differentiation = = 
; daraus hervorgehenden Gleichung von g sae ih 
3 ‘ s—1 : 
. Az-e-**#— Az-e? = S'm,? (Aa, ef my 9 — A a, e— im?) (31) ie 
,- v=1 rf 
fiihrt dann sofort auf ee 
a = st ce 
: R=p—+ SY mm," (Aaeims — AG, cms) (32) 
y=1 os 
2 und eee HOe von 0 bis y gibt den zugehdrigen Bogen = 
e s—1 = eae 
| f= Pgs oe [Aa ('me—1) + Aa (Hime—1)]. (33) Ee 
=1 a 
Da, die beiden Summanden konjugiert-komplex sind, fallt der Bogen reell aus, wie Ss 


es sein mu8, und la@t sich durch die Funktionen sin und cos elementar ausdriicken. 
Wir erkennen, da8 fiir p + 0 die Bogenlange mit steigendem ¢ iiber alle Grenzen 
wachst. Das bedeutet in Erganzung zu Satz 10, daB die Evolventen der zykloidalen 
a Radlinien im weiteren Sinn stets transzendente Kurven sein miissen. . 
4 Fiir p = 0 ist die Bogenlange jedoch eine periodische Funktion von gy. Deutet 
: man R und S als Normalkoordinaten, so erhalt man die der Grundkurve zugeordnete 
- sog. Mannheimsche Kurve. Diese stellt den Ort der Kriimmungsmittelpunkte fiir die 


ai 


ene 
Ra Oa ae aeRO : 
: i ot aad Sf See er 


geradegestreckte Grindkarve don, wenn man oh deren Linienel é 
Kriimmungsradien starr verbunden denkt.1° Wir gelangen hier — wie aus der Koripiexen 
Darstellung S +7 ohne weiteres ersichtlich ist — zu einer Radlinie, und zwar ~ 
einer elliptischen, da jeder Exponent mit beiden Vorzeichen aufscheint. 

Die nach Elimination von ¢ aus (32) und (33) verbleibende Beziehung F (Rk, S) = 0 
ist die natiirliche Gleichung der Grundkurve im Sinne von Cesaro. Ks ist auBer- 
ordentlich bemerkenswert, da® sie fiir algebraische Radlinien algebraisch ausfallt, 
da auch die durch sie dargestellte Mannheimkurve eine algebraische Radlinie ist. 


Satz 11. Jede algebraische zykloidale Radlinie im engeren Sinn hat eine algebraische - 
natiirliche Gleichung. Ihre Mannheimkurve ist eine elliptische Radlinie. 


Nebenbei bemerkt, ergeben sich auch die in diesen Fragenkreis ee ,Radiale“ 
und die ,,Arcuiden‘‘? als Radlinien. 


Die Auflosung der Gleichung R = 0 fiihrt auf die Spitzen der zykloidalen Ere 
linie. Gehen wir in (32) zunachst wieder von y und den m, auf ¢ und die w, zurtick 
und fiihren wir dann wie in Abschn. 5 den algebraischen Parameter u = e* ein, 
so erhalten wir eine algebraische Gleichung, deren Grad 


Q = 2 max |w, — a,| (34) 
die Anzahl der Spitzen angibt. Gleichzeitig ist dies die Anzahl der Scheitel, die 


ja durch die analog gebaute Gleichung R = 0 gekennzeichnet sind und die Stellen 
mit stationarem Kriimmungskreis darstellen. Ferner ]aBt sich noch zeigen, daB Q 
die Anzahl der Stellen ist, in welchen die Hiillbahn der Geraden g von den Bahnkurven © 
der auf g gelegenen Punkte — die ja dieselbe Hiille haben — beriihrt wird. _ 

Wahrend die Formel (11) fiir die Ordnung ohne weiteres anwendbar ist und bei 
Hiillbahnen auf Grund ihrer Charakteristik den Ausdruck 


N’ = 2 max (|a,|, |2 @, — @,|) = 2 (|m,| + max |jo,— o,|) (35) 
eter muB8 bei der Bestimmung der Klasse gemaB Satz 4 die Anzahl Q der Spitzen 
beriicksichtigt werden. Schneller kommen wir aber direkt zum Ziel, wenn wir fragen, 


wie oft die Tangente g, wie sie durch (18) dargestellt wird, durch einen festen 
Punkt (z,2z) geht. Die aufzulésende Gleichung hat nach Algebraisierung den Grad 


M' = 2 max (|o,|, |o, — @,'). (36) 


Bei allen drei Charakteren ist darauf zu achten, da sie sich auf die Halfte er- 
maBigen, falls die Hillkurve doppelt iiberdeckt wird, was fiir p = 0 eintreten kann. 


Dies zeigt auch das der Abb. 8 zugrunde liegende Beispiel. Die bei der Planetenbewegung (28) 
als (doppelt tiberdeckte) Hillbahn entstehende zykloidale Radlinie (27) ist von 8. Ordnung und 
5. Klasse. Sie hat 5 Spitzen, die den Nullstellen des aus (32) folgenden Ausdrucks fiir den 
Kriimmungshalbmesser 

8 . 
Lh = 3 (cos t — 2 cos 57) (37) 


entsprechen; man findet cos 2 7,,. = + (l + V7) und cos ts = 0. 
Einmalige Integration (dg = 3dr) liefert die Bogenlinge 


8 : : 
S= : (5 sin t — 2 sin 5 7), (38) ~ 


© Fur gewohnlich wird die Mannheimkurve erklirt als Ort der dem Berithrungspunkt zu- 
geordneten Krimmungsmitten, wenn die Grundkurve auf einer Geraden rollt (Wieleitner?). 
1 Ort der Endpunkte der durch den Ursprung parallelverschobenen Krimmungsradien 


reihaon ae Bis auf eine Drehung durch die Polargleichung (32) dargestellt (Wieleitner, 


vor AD” pour = 


- gezihlt von + = 0 ‘aus, Es ist zu paeviers dab beim Ubergang iiber eine Spitze Kriimmungs- 


TE ee sh 
j ay a 


radius und Bogendifferential das Vorzeichen wechseln. Zur Bestimmung des Umfanges LD sind 
daher die einzelnen Teilbégen zwischen den Spitzen zu berechnen; man findet schlieBlich 


L = 6-4-//38 + 6/2 — 96 ~ 34-035. 
Fir die Flache ergibt sich auf Grund einer fir alle Radlinien gilltigen, leicht beweisbaren 
Formel F=2: So, a, =— 62; 


das Minuszeichen riihrt vom negativen Umlauf bei wachsendem 1 her. 

Die durch (37) und (38) dargestellte Mannheimkurveist eine elliptische Radlinie 1 :— 1:5;—5 
von 10. Ordnung und 12. Klasse mit 4 Selbstoskulationspunkten auf der S-Achse. Sie ist in 
jener Lage gezeichnet, die einer: Geradstreckung der Grundkurve vom Selbstberihrungspunkt 
(t = 60°) aus entspricht. 

Die Evolute der Grundkurve hat die durch Spezialisierung von (30) ableitbare Gleichung 


e= (20-8 + Qett_ e2tt4 Fetit) (¢ = 27) 
und entsteht als Hillbahn der &Achse bei der Bewegung 
Pi a= Fe 2tt 4 edit 4 fF. dit, 


Die Ellipsenbahn des Drehpunktes ¢ = 0 ist die Rastpolbahn der Ausgangsbewegung (28) und 
wird von der. Evolute an Q/2 = 5 Stellen berihrt. Den 5 Spitzen der Evolute entsprechen die 
Scheitel der Grundkurve und S-parallele Tangenten der Mannheimkurve. 


Zum Schlu8 sei noch erwahnt, da die Evoluten der allgemeinen Radlinien keine 


-Radlinien sind. Die einzige Ausnahme bildet die Ellipse, die eine Radlinie — 1:1 


ist; ihre Evolute ist affin zur Astroide — 1: 3, kann demnach als elliptische Radlinie 
4. Stufe — 1:1:3:—3 angesehen werden. 


8. Isoptische Linien. 


Wir Mere wie in Abschn. 6 wieder die Hiillbahn k einer Geraden g, die einer 
Planetenbewegung yer Stufe w,:-..:@, = m,:...m,_,:1. unterworfen wird; neu 
sei lediglich, da8 der Mittelpunkt. A, der Bewegung nicht ip Ursprung des Koordinaten- 
systems, sondern im Punkt z = a, RS moége. Entsprechend (18) wird die allgemeine 
Lage von g dann gegeben durch 


r—1 


Azeto— Azote —2pit S(Aaeime— Aa, Cae 8 Pavia te) 
wobei (A at =p; ee ee My = 0, 
Neben g fassen wir noch eine zweite Gerade h ins. Auge, die einer anderen, ganzlich 


unabhangigen Planetenbewegung s*™ Stufe mit dem Zentrum 6) unterworfen wird 
und dabei eine zykloidale Radlinie 1 umhiillt: 


rears Se 
Bze—i?— Bzet®? =— 2qi+ D' (Bb, c*™' ?— Bb, e—im'?®) (40) 
v=0 
mit | ds = oF, q=% %' =%—I, Hy =10, 


Wegen der Gleichheit des Parameters g — der, wie erinnerlich, den Drehwinkel 
bedeutet — schlieBen die Geraden g und h wahrend der Bewegung standig den festen 
Winkel 6 — « miteinander ein (Abb. 10). Thr Schnittpunkt P durchlauft mithin 
eine Kurve c, die als ,isoptische® Linie des Kurvenpaares k, 1 zu bezeichnen ist, 
da dasselbe aus den Punkten P gewissermaBen unter konstantem Winkel gesehen wird. 


12 Die Grundkurve wird geradegestreckt, wobei mit den Punkten die Normalen unter Bei- 
behaltung ihrer Richtung mitgenommen werden. Die Hullkurve der neuen Lagen ist eine Arcuide 
der Grundkurve (Wieleitner, § 31). 
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Die Gleichung von c ist ohne weiteres angebbar, da sich z au 


ausrechnen la8t2® Wir finden 


i FL a : oe Sorta 
(42 — B) 2 = —21(Ap— Bajet? + 3) (A*a,e*™? — a,c im %) — 
a ° . u=0 : 
— SB, cme —B, etm) pee 


v=0 


und erkennen die isoptische Kurve sofort als Radlinie von héchstens 2(r + 31) 


Stufe. Eine Stufenreduktion tritt natiirlich ein, wenn sich unter den m, und n, gleiche _ 


Werte befinden, also insbesondere fiir Grundkurven gleicher Sippe; ferner auch 
fiir zykloidale Radlinien im engeren Sinn (p = 


| r ' 
Pees ee ee ee 


4 Pyy =q=0) und fir konzentrische Grundkurven 
(% = bp). : ee 
_-y G Um die isoptischen Linien einer einzigen 
YY [\f-@ zykloidalen Radlinie k =1 aufzustellen, konnen 
VILLA Se wir den Parameterwinkel in (39) um den ces 
G Y hg es wiinschten Gesichtswinkel 2 o vermehren, wodurch 
P Gyo wir auf B= Ae**? und-b, =a, 67*%" gefiihrt 
vy sh] Ls, werden; Einsetzung in (41) liefert dann den ge- 
<< eX suchten Ort. ZweckmaBiger ist es jedoch, den- 
\ Ay He Gesichtswinkel aufzuteilen und g einmal um o zu 
Le a, k 74 ) vermindern und einmal um o zu vermehren; dem- 
a ae ta z entsprechend ist in (41) A bzw. B durch A et?” 
a Last eas 8 und a, bzw. b, durch a, é+*™* zu ersetzen. Man 
Abb. 10. erhalt dann als Ortsgleichung 
. s—1 J 
z2:sin2o = —2A pisino:e'? — 3S’ (a,sinm,” a: etm? + 
\ : y=1 
+ A? @, sin m, a+ e—im” ®),- (42) 


Die isoptische Linie gehért somit der Sippe der Grundkurve an. 

Stellen wir uns im iibrigen die beiden Geraden g und h in P starr verbunden vor 
und betrachten wir die ,,Reitbewegung“ des Winkels gf auf dem Grundkurven- 
paar k, I"(bzw. der Einzelkurve k = 1), so ist deren Gleichung auch leicht anzugeben: 
Da sich die Winkelschenkel mit der’ Geschwindigkeit 1 um ihren Scheitel P drehen, 
wird die Bewegung beschrieben durch 


z2=2z2+¢-ei9, ESV 
wobei die Koordinate 2 von P gemaB (41) bzw. (42) einzusetzen ist. Ersichtlich handelt. 


es sich um eine Planetenbewegung, deren Stufe und Sippencharakteristik im all- 
gemeinen dieselben sind wie die der isoptischen Linie. — Wir fassen zusammen: 


Satz 12. Die isoptischen Kurven eines Paares vollstindig unabhangiger zykloidaler 


Radlinien, die als Hiillbahnen von Geraden bei Planetenbewegungen m,: . . . : m, PE 5 
baw. ,:...: ms, _ 1: 1 entstehen, sind im allgemeinen Radlinien 2 (r + s — 1)ter Stufe 


und haben die Sippencharakteristik m,:(2—m,):...:m,_,:(2—m,_4):: 
2 (2— my): ...2Ms_4: (2—n,_,): 2:1. Die Bewegung des reitenden Winkels ist eine 


 Planetenbewegung derselben Stufe und Sippe. 


Sind die Grundkurven gleichartig (r = s, m =n), so reduziert sich die Stufe 


im allgemeinen auf 2 s (in der Charakteristik fallen die n-Glieder fort). — Bei zykloidalen 


Grundkurven im engeren Sinn (p = g = 0) und bei konzentrischen (a) = 6,) sinkt 


18 Den Fall A = +B, d. h. g||h, schlieBen wir selbstverstindlich aus. 
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di isoptischen Linie: im ana um 1; in der Charakteristik fehlt die 1 
baw. am Ende. 


Als Sonderfall dieses Satzes ergibt sich fir r =s = 2, m, =n, =m, p=q =0 
und a, = b, = 0 die bekannte Tatsache, da die isoptischen Linien eines Paares kon- 


zentrisch- shnlichor Zykloiden — insbesondere auch zusammenfallender — konzen- 
trische Trochoiden derselben Art sind: 
(A2 — B)z = aes (A? a — B b) emi- ab (6.—¢) e(2— MiP. (44) 


Der Gesichtswinkel vollfiihrt eine Planetenbewegung 3. Stufe m:(2—m):1; gemaB 
Satz 2 rollt hierbei eine Ellipse auf einer Trochoide m: (2—m), die itbrigens zur 
isoptischen Linie ahnlich ist.144 — Die allgemeinen isoptischen Linien zweier beliebiger 
Zykloiden sind Radlinien 5. Stufe. 

Ks sei noch bemerkt, da8 die orthopuschen Linien — bei welchen der gleitende 


Winkel ein rechter ist (B = + Ai) — offensichtlich im abgetieinen keine peeroer. 


Stellung einnehmen. 
a 9. Tie Sawin ce oes: 


Fallt man auf die Tangenten einer Grundkurve & die Lote aus einem festen Punkt 
(dem sog. ,,Pol‘), so erhalt man eine Fu8punktskurve von k. Sie laBt sich offenbar 


-als orthoptische Linie eines Kurvenpaares k, | auffassen, wenn / auf einen Punkt 
_ zusammenschrumpft. 


= 


Wir gelangen demgemaBs sofort zur Gleichung der FuBSpunktskurve einer zykloidalen 

Radlinie (39), wenn wir in (41) alle 6 = 0, ferner B = Ai und q = 0 setzen:!5 
s—1 

g=—Aiped? + — odes nie SANG, = imy” %), (45) 

v=0 

Die durch 6, = 0 erfolgte Verlegung des Poles in den Nullpunkt O bedeutet wegen 

der Belassung von a, keine Einschrankung. Die Festsetzung m, = 0 beriicksichtigend, 

ersehen wir, daB es sich im allgemeinen um eine Radlinie 2 s** Stufe handelt. Sie 

besitzt in O einen mehrfachen Punkt, den durch O gehenden Tangenten von k ent- 

sprechend; deren Anzah] M’ ist im algebraischen Fall durch (36) festgelegt. 

Die allgemeinen Fuf8punktskurven der Zykloiden (s = 2, p= 0) sind Rad- 
linien 3. Stufe. 

In Anlehnung daran, daf die Mittelpunkts- -FuBpunktskurven der Zykloiden 
»Rosenkurven‘‘ heiBen (Abschn. 1), wollen wir allgemein die als FuBpunktskurven 
von zykloidalen Radlinien auftretenden besonderen Radlinien _,,rosenartige“ 
nennen. Entsprechend der Grundkurve kénnte man auch hier solche ,,im engeren 
Sinn“ und ,,im weiteren Sinn‘‘ unterscheiden. Diese Unterfamilie von Radlinien 
ist durch eine besonders einfache Polargleichung ausgezeichnet, denn der Polar- 


winkel ist y = 9 + «—2/2 und der Radiusvektor r = Z-e~*¥ =z-Aie*?, also 


im wesentlichen ein trigonometrisches Polynom. 


Satz 13. Die Fu8punktskurven einer zykloidalen Radlinie, die als Hiillbahn einer 
Geraden bei einer Planetenbewegung git -Stute 2 54: :@, entsteht, sind im all- 


gemeinen rosenartige® Radlinien 2 s** Stufe w,:(2@,—@,):...:@5:2@,, die— 


im Pol einen vielfachen Punkt haben. 

Bei zykloidalen Radlinien im engeren Sinn (p = 0) seniodrice sich die Stufe der 
FuBpunktskurven im allgemeinen um 1, ebenso fiir den Mittelpunkt als Pol (a = 0); 
in der Charakteristik fehlt das Glied w, baw. 2, am Ende. 


44 W. Wunderlich: Z. angew. Math. Mech. 17 (1937). 
15 Wir schreiben wieder s statt r und » statt pu. 


Es erhebt sich nun sogleich wieder die Doppelfrage: Woran erkennt man eihe rosen- 
artige Radlinie und wie findet man die zugehérige Grundkurve? 

Was die Winkelgeschwindigkeiten betrifft, so miissen diese auf der Talent 
nach Hinzunahme des Nullpunktes w, = 0 eine symmetrische Punktgruppe bilden; 
die Mitte entspricht dem Wert ,. Wir konnen die Radliniengleichung also wie bei 
den Hiillbahnen in der Gestalt (22) voraussetzen, wobei diesmal lediglich der Summen- 


_zeiger von 0 bis s lauft. Koeffizientenvergleich mit (45) liefert dann folgende Be- 
; stimmungsgleichungen fir A, p und die a,: 


Api=—b, d,=2b, Aa, =—26,. (46) 
Die Auflésung : : . 

» = 2b, A? =—8,'/b,, p=Aib, (y=0...8—1) © (47) 
ist natiirlich nur dann brauchbar, wenn alle s Werte fiir “AB gleich ausfallen und 
Einheitsbetrag haben; » = 0 kann eigentlich auBer Betracht bleiben, da sich die 
betreffende Forderung durch Veranderung von by erzwingen 1aBt, was auf eine Parallel- 


pen ebiopun 2) hinauslauft. 
s—1 


Satz 14. Eine Radlinie z = b, e%s¢ + PES b, vt +b,’ &%’t) mit w, =0 ist 
dann und nur dann eine rosenartige mit AS Kniteh im Nullpunkt, wenn w, + @,' = 
= 2.0), + 0, |b) == 1b, ‘| und alle Quotienten 6,'/b, denselben Wert haben. 


“e—1 
Die Polargleichung 1a8t sich dann auf die Form r = p + = c, sin (m,’ pg + ,) 
bringen. 


_ Als Beispiel betrachten wir wieder oe gerade Dreiblatt (9). Die Winkelgesthwindipeeten 
+ 1 und 2 bilden nach Hinzunahme der Null eine symmetrische Punktgruppe mit der Mitte 1/2. 
Um Briche zu vermeiden, verdoppeln wir alle Geschwindigkeiten; schreiben wir 


; g= et La lpe2its ity iz 
dann kénnen wir etwa so aufspalten: 


Oo = 0,0 Oy 25.5 > Wy == — 2 oy Sa Po 
Daeade Beales Ope als Oh te Oy 


und finden nach (47) als Bestimmungsstiicke der Hillbewegung 
} Mp = A = 2, A= = 4, > p= 0. 
Die Grundkurve entsteht mithin als Hiillbahn der n-Achse bei der gewohnlichen Planetenbewegung 
@=3—1L=1 + Qe-2tt + Cvett, 


ist also eine Steinerzykloide. Das Dreiblatt ist deren FuSpunktskurve fiir den Pol ¢ = —1 
(; = 0), demnach eine rosenartige Radlinie. Ihre Polargleichung kann auf die Form ; 


Y= 2 (cos t + cos 3 tT) = 4cos t cos 2T 


gebracht werden (vgl. Abb. 4). 


10. Konstruktionsvorschriften. 


AnschlieBend sollen noch die Konstruktionsvorschriften auseinandergesetzt werden, 
die der zeichnerischen Ermittlung von Punkten, Tangenten und Kriimmungs- 
kreisen der Radlinien zugrunde liegen. : 

Die Auffindung von Punkten einer durch ihre komplexe Darstellung 


§ 
z= Say eat 3 (5). 


; y=1 
gegebenen Radlinie wird dem Wesen nach durch die Formel selbst angesagt: Man — 


ehe die Vektoren a, aus der Anfangslage um die zugehorigen Winkel w,t (mit Be- 


_ ricksichtigung des Vorzeichens!) und setze sie.dann, von A, ausgehend, zu einem 


Polygon A, A,...A, zusammen; der Endpunkt A, = P ist ein Kurvenpunkt. 
Die Richtung der Tangente wird durch z = dz/dt angegeben, die Richtung 


der Kurvennormale mithin durch 


tote f ¢ - 
zi=— So, Gye Ov, (48) 
v=1 


Wir strecken demzufolge die Glieder des Polygons im Verhaltnis ihrer Geschwindig- 


keiten und setzen sie — am besten von P aus riickwartsschreitend — zu einem neuen 


Polygon zusammen, dessen Endpunkt die Normalenrichtung gibt (Abb. 11). Da nur 
das Verhaltnis der w, wesentlich ist, haben wir eine gewisse Freiheit in der Wahl des 
MaS8stabes. a 


Abb. 11. 


Die Gleichung der Normalen g im Punkt P (z) lautet — mit 3, Zeit 3 als laufenden 
Koordinaten — ah eae e 

; (3—z)2 + (§—2)2 = 0. ; _ (49) 
Thre Hiillkurve — die Evolute — wird von g im Krimmungsmittelpunkt Q 
von P beriihrt und dieser Punkt wird aus g von der durch Ableitung nach ¢t gewonnenen 
Geraden g_ eek 


| (3—z)z+ (§—2)% = 242 oe (50) 
ausgeschnitten; g verlauft senkrecht zum Vektor 
~ 8 a 
Z=— D> oF A, eve, : (51) 
v=1 : . 


der leicht zu zeichnen ist. Die Lage wollen wir durch den Schnittpunkt G mit der 
durch P gehenden Tragergeraden von z festlegen, deren Gleichung 


@—2)2— (5-2) 3 = 0 (52) 


Jautet. Addition yon (50) und (52) liefert als Koordinate von G 


pae+tiact ae (53) 


Wir haben also bloB den in P angehangten Vektor z zweimal im Verhaltnis der 
Langen|2| : Z| zu verkiirzen und in dem so gefundenen Punkt G das Lot zu errichten; 


dieses schneidet g in der gesuchten Kriimmungsmitte. Q (Abb. 11). 


Ahbnlich 148 sich die Hiillbahn einer Geraden g beherrschen, die einer Planeten- 
bewegung unterworfen wird. Gema} (8) ermitteln wir zunichst das Momentan- 


PITS PN ~ i + a = ote ate ¥ he S584) eae 
cf eat NA, 2 re Ras n. Rr es 5 Saee er , a> 295 é 


inal 


zentrum, indem wir alle Glieder a, des die Bewegung erzeugend 


a 


mit den zugehérigen Faktoren — m,’ = 1 — a,/o, multiplizieren; der Endpunkt A. fey 
des daraus zusammengesetzten neuen Polygons ist der gesuchte Momentanpol, aus . 
welchem wir lediglich das Lot g auf g zu fallen brauchen, um den Bertihrungs- 
punkt P zu erhalten (Abb. 12). 
Bedenken wir, da8 g vermége des 2. Polygons eine gleichartige Bewegung voll- 
fiihrt wie g selbst, dann ist es klar, daB wir das Verfahren nur zu wiederholen brauchen, 
um im Beriihrungspunkt der von g eingehiillten Evolute die Krimmungsmitte Q 
fir P zu gewinnen (Abb. 12). 
Wie man sieht, sind die gegebenen Zeichenvorschriften von besonderem Wert, — 
weil sie die gesamte, so umfassende und weitverzweigte Familie der Radlinien nach 
einfachen und einheitlichen Grundsatzen zu behandeln gestatten. 


(Hingegangen am 9. September 1946.) 


Drillschwingungen von Luftschraubenblattern. 
Von H. Parkus, Wien. 
Mit 1 Textabbildung. 


Einleitung. 


Die Berechnung der Drillschwingungen von Luftschraubenblattern sowie der 
Blatter von Drehfliigelflugzeugen erfolgt derzeit, soweit dem Verfasser bekannt ist, 
ausschlieBlich auf Grund der St. Venantschen Torsionstheorie, wobei gleichzeitig | 
auch der Einflu8 der Fliehkrafte vernachlassigt wird. Nun setzt die St. Venantsche 
Theorie voraus, daB sich die Querschnitte bei der Verdrehung frei verwélben kénnen, 
wozu auSer den entsprechenden Hinspannbedingungen auch ein tiber die Stablange 
konstantes Drehmoment notwendig ist. Das letztere ist aber bei einer Drehschwingung 
nicht der Fall. Freie Verwélbung der Endquerschnitte kann man nur bei den Blattern 


_von Drehfligelflugzeugen voraussetzen, Luftschraubenblatter hingegen miissen im 


EKinspannquerschnitt an der Nabe eben bleiben. 

Es erscheint daher wiinschenswert, den EHinfluB dieser Vernachlassigungen zu 
untersuchen. } 

Im nachstehenden wird zunachst die Differentialgleichung der Drillschwingungen 
aufgestellt und dann unter vereinfachenden Annahmen sowohl fiir die Luftschraube 
als.fiir das Drehfliigelblatt integriert. An einem Beispiel wird das Ergebnis zahlen- 
maBig nachgeprift. nee 


Aufstellung der Schwingungsgleichung. 


Die freien Drehschwingungen erfolgen um die Schubmittelpunkte der Querschnitte 
als Drillruhepunkte; die Verbindungslinie der Schubmittelpunkte (elastische Achse) 
kann als Gerade aufgefaBt werden. Wenn Schwerachse und elastische Achse nicht 
zusammenfallen, sind die Drillschwingungen mit Biegeschwingungen gekoppelt. 
Man kann aber gentigend genau annehmen, da die Schwingungsform der reinen 
Biegeschwingung und die Schwingungsform der reinen Drillschwingung bei der Kopp- 
lung erhalten bleiben, so da8 sich die Frequenzen der Koppelschwingung sehr einfach 
berechnen lassen. Wir untersuchen im folgenden nur die reine Drillschwingung. 
Die Biegeschwingungen sind in der Literatur schon mehrfach behandelt worden. 


1 Vgl. z. B. E. Maier: Biegeschwingungen von spannungslos verwundenen Stiben, ins- 
besondere von Luftschraubenblattern. Ing.-Arch. 11, 73 (1940). 


= ; fect phe as Baisden ee ee eye ie as 
_ Wir fassen nach Grammel? den Fliigel als blattformigen Stab auf (Abb. 1). Die 
--Achse unseres rechtsorientierten Koordinatensystems lassen wir mit der elastischen 
_ Achse und die z-Achse mit der Drehachse 
- zusammenfallen. Die Winkelgeschwindig- ies 
keit der Drehung sei @. Der Winkel, um 
; den sich ein Querschnitt aus seiner Ruhe- 
lage heraus verdreht, werde mit # (a, f) 
bezeichnet. t bedeutet die Zeit. In Abb. 1 
ist das Blatt in verdrilltem Zustande dar- 
— gestellt. Der Winkel zwischen dem An- 
- fangsquerschnitt x = R, und dem Quer- 
 schnitt an der Stelle x ist «— a ) + %, 
wobei « der Verwindung im spannungs- 
losen Zustand entspricht. 
Wie in der Einleitung ausgefiihrt, liegt 
hier nicht nur St. Venantsche Torsion, 
sondern auch Wolbkrafttorsion vor. Dann 


vy 


iN 


rs) 
iS 


: a0 : ‘ 2 
ist = nicht unabhangig von x. Wir 


machen aber trotzdem fiir die Verschie- 
bungen uw, v und w in z-, y- und z-Rich- a 
tung den St. Venantschen “Ansatz “Abb. 1. ar 


La ee (y; 2), ae Bz, w=+ oY; (1) rs 

wo ¢ die Torsionsfunktion bedeutet.? Diese Annahme ist ohne weiteres fiir diinnwandige 
offene oder geschlossene Querschnitte zulassig,4 wie sie bei Drehfliigeln meist ver- ; 
wendet werden. Aber auch fiir den bei Luftschrauben ausschlieSlich in Frage kommen- “a 
den schmalen Vollquerschnitt ist der Ansatz noch einigermafen brauchbar, wie in Ses 
Abschn. 3 gezeigt wird. : 

Die drei Fliehkraftkomponenten sind, wenn mit 0 die spezifische Masse des Werk- 
stoffes bezeichnet wird, ; 


eal) \ i) 


ee sk Coy, 200. : . (2) 
Nach Grammel!? zerlegen wir die X-Komponente in zwei Teile: in einen Teil, der ie 
in Richtung der ,,Langsfaser“ fallt und nur Zug hervorruft, und in eine Komponente oe 
: parallel zur y-z-Ebene, welche die GréBe X r — hat und Verdrehung bewirkt. bor! : 
Das Drehmoment an der Stelle x ist dann, soweit es von der Fliehkraft herriihrt, 


R R 
Me = |" de | ¥@+w)ar— | de Pee oe. 
F zy a F ae 


= F ist die Querscinittsflache, R der Schraubenradius. Fir die Verschiebungs- 
- komponente w und die Fliehkraftkomponenten die Werte nach Gl. (1) und (2) ein- 
—_ gesetzt, ergibt sich — 


R oR % ; 
ay 0 : oo 
iM. =—e 0 | My, + Jy 82) de — pot | (7,0 + Jo2 | de (3) a = 
2 R. Grammel: Die Tragheitswirkungen in der Luftschraube des kurvenden Flugzeuges. f sa 4 


Schriften der Deutschen Akademie der Luftfahrtforschung, H. 36. Munchen u. Berlin. 1941. 

3 Vel. z. B. J. W. Geckeler: Elastostatik. Handbuch der Physik, Bd. VI, S, 144. Berlin. 
1928. : é : 
4 R. Kappus: Drillknicken zentrisch gedriickter Stabe mit offenem Profil im elastischen REA 
Bereich. Luftf.-Forschg. 14, 444 (1937). — H. Neuber: Schubmittelpunkt und Querschnitts- As 
verwélbung diinnwandiger Trager. Z. angew. Math. Mech. 21, 91 (1941). 
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mit 


Das erste Glied rechts in Gl. (3) ist von # unabhangig und ohne FinfluB auf die Eigen- 


schwingungszahl. Wir lassen es daher weiterhin weg. 
Die Differentialgleichung der Verdrehung lautet 


roku ra) eo 
Mes 0x Ds ie . (B) 
bzw. nach Differentiation ; 
eM F) ad @ eo\ 


wo m, das verteilte Moment (Moment je Langeneinheit) bedeutet.4 Mit J, sei der 
von Kappus* eingefiihrte ,,Wélbwiderstand‘‘ bezeichnet. Mit dem Ansatz Gl. (1) 
ergibt er sich aus der Torsionsfunktion py zu 


Joa \ par oe ‘Sere 


und hat die Dimension [cm‘*]. GJ, ist die Drillsteifigkeit. 


Die verteilten Momente riihren vom Treeline —0O sit und von den 
Fliehkraften her. Hierin ist © das Massentragheitsmoment beziiglich der Drehachse z, 
wobei die Masse der mitschwingenden Luft mitberiicksichtigt werden kann.® 

Wir haben somit 48a 29 eMo 

Ox Ot 1 Ox 


‘Dies in Gl. (6) eingesetzt, entsteht unter Beriicksichtigung von Gl. (3) 


—o Sb ake \—2 Se) —eo Lorne Z =o 


ot? Bh es elerr 
Bezeichnen wir mit » die Kreisfrequenz der Drehschwingung und fiihren mit 
Ee x— Ry 
dimensionslose Koordinaten langs der Blattachse ein (ZL = R— R,... Blattlinge), 
so gilt o = B (&) ext (9) 


und Gl. (8) geht iiber in 
are Jul! — sae Tay + oot (E+ 4) P(e pat 2a) so (00) 


Gl. (10) wird man im allgemeinen Fall, d. h. bei tiber die Stabachse veranderlichem 
Querschnitt- nach einem der bekannten Naherungsverfahren lésen, indem man von 
einer angenommenen Schwingungsform ausgeht, die den Randbedingungen geniigt.? 
In den meisten Fallen diirfte es jedoch ausreichen, zundchst J,, und @ zu vernach- 
lassigen und die so erhaltene Higenfrequenz » der St. Venantschen Schwingung 
nachtraglich mit einem mittleren Wert von J, zu verbessern. Im vierten Abschnitt wird 


dies an einem Beispiel durchgefiihrt. <4 


5 Die Massenkrafte, welche durch die periodische Verwélbung entstehen, kénnten ohne weiteres 
mit in Rechnung gestellt werden (A. E. H. Love: The Mathematical Theory of Elasticity, S. 429. 
Cambridge. 1934). Sie sind aber gegeniiber den anderen Kriiften belanglos. 

* R. Kassner und H. Fingado: Das ebene Problem der Fligelschwingung. Luftf.-Forschg. 
18, 374 (1936). 


” Eine Zusammenstellung der hier in Frage kommenden Methoden findet man bei Riogenas HY 


Grammel; Technische Dynamik, 8. 148 ff. Berlin. 1939. 


J4.= \ yzaP, J, = \ yar, Jy = \ rear. eee o> 
F F F ; 


wae \ ds \ Nila aed 


-Einsetzen in Gl. (7) und Integration entsteht 


widerstand beim Vollprofil.. 


Den Drllwiderstand Jq berechnet man aweckmabig nach der St. Venantschen 
pe eae FA 


ee 405, ) 


F ist die Querschnittsflache und J, das polare Tragheitsmoment beztiglich der Schwer- 


achse (Jj, J, und 0 hingegen beiohen sich auf den Schubmittelpunkt!).® 


Zur Berechnung des Wélbwiderstandes J,, ersetzen wir den Blattquerschnitt durch. 
eine Ellipse mit den beiden Hauptachsen 6 (Blattbreite, Profiltiefe) und d (Blatt- ~ 


dicke). Das Dickenverhaltnis werde mit x bezeichnet: 


d 
Die Torsionsfunktion g ist dann? 
~ Pe 1— x? 
Pomme ss Rag SS or wl 


wenn 7 und ¢ Koordinaten in Richtung der beiden Hauptachsen bedeuten. Nach 


* 


ax (| —x? : 
cas 1536 + =a Ue Z oe) 


A. Fépp! hat die Verdrillung eines. unendlich langen Stabes mit slliplisceers Quer- 
schnitt behandelt, dessen Verwélbung an einem Ende verhindert ist.° Es soll nun 
der Ausdruck Gl. (13) fiir den Woélbwiderstand mit der Fépplschen Liésung verglichen 
werden. Zu diesem Zweck integrieren wir die Differentialgleichung (5) mit den Rand- 
bedingungen 6 = 0 und #’ = 0 in x = 0 und f” = 0 in x = oo und erhalten 

% M 


— GT (1 —e-?*). 
Dies ist nun aber genau der Fépplsche Ansatz. Dabei bedeutet ~ 
= GIJq ; 
| BS,’ | : 
also 
| J, = G50 ae 


. Hy 21+ wy 
Foppl berechnet fiir y? den Ausdruck (in den hier verwendeten Bezeichnungen ge- 


schrieben): : 4 [fT es 16 i — 
po (Vy ee xf 


Fiir kleine Werte von x laBt sich dies noch zu 
‘ 32 
fas 2) Be 
(1 + w) (1 + x?) b 
vereinfachen. Damit wird der Wolbwiderstand, wenn fiir J, die fiir die Ellipse aitiltioe 
Beziehung _ Fa Bia? ay wie ae 


ja aa 4 
Ja = 16(2 +d) 16 14+# f 


-eingesetzt wird: 


_ me 2, 
To = To24 


Dieser Wert es um etwa ein Drittel gréBer als der nach Gl. (13). Um sicher zu rechnen, 
soll daher Gl. (13) den weiteren Untersuchungen zugrunde gelegt werden. 


8 Bevaglich der Bestimmung des Schubmittelpunktes vgl. man A. und L. Féppl: Drang 


\ und Zwang, Bd. II, 8. 121. Munchen u. Berlin. 1928. 


9 A.a.O., 8. 114. 


Miele ae 
sal besa by 
iota) 


aS 


oe des Nabe also in € = -0, fone sich das Blatt nicht Bee et es 3 Bs somit 
dort f’ = 0 sein (das ganze Moment wird durch Woélbkrafttorsion iibertragen). “ABER 


dem gilt dort 8 = 0. Am freien Ende £ = 1 ist die Verwélbung unbehindert, f’’ =0, _ 


sowie auch das Moment gleich Null,daher noch M’ = 0. nach Gl. (5) 
Wir nehmen a cae konstanten Blattquerschnitt an, setzen oJ, ~ oJ) = O und 
vernachlassigen (¢ + = B’ gegeniiber 8. Dann lautet die Schwingungsgleichung (10): 
peat BS 8 SO, a ae 


wobei zur Abkiirzung gesetzt wurde’ 


= 


EJ, 


Gl. (14) hat die charakteristische Gleichung 


ot — a ot —1=0 


und besitzt somit die allgemeine Losung 


ee A Gina + BOD aE + Osin ay é + D cos a3 (16) 
mit 
41 att 41- 
a= ery 4; mV Vit seai 
Nun ist, wie man sich leicht iiberzeugt BN 1. Setzen wir daher weiter oa 
ee eo) (7) 
so gilt 


=A, %=c. . (18) 


Die vier Randbedingungen liefern mit der Loésung (16) ein in den vier Integrations- . 


konstanten lineares Gleichungssystem, dessen Determinante verschwinden _— 


Das ergibt, wenn noch Gl. (18) beachtet wird, die Beziehung _ , x 


C2 


q@ Usatge Boe alta aes ae p (Loy, 

Nun kann man setzen (vgl. das folgende Beispiel) : : 

Siig mal ofa = +, cos ¢ = 5 —c. 2 
Ks ist dann sofort zu sehen, daf das dritte Glied links in Gl. (19) vernachlassigt werden 
darf, so da8 wir erhalten ctgc=—a (20) 
als Bestimmungsgleichung fiir c. Hierin ist gemaB Gl. (15) ; 
. GJ : 
ed ee co 
Aus c folgt die Kreisfrequenz der EKigenschwingung zu 

GJ caer 
y= Te. c* Po. . (22) 


Mit EJ, = 0 und w = 0 ergibt sich a = o0, ¢ = > (n= i 3,5. oe entsprechend 


der bekannten Lésung fiir die Eigenfrequenzen ¥ bei alleiniger Boriicksichtigung der_ 


eee 


a Ta Cee ee ee 


ChE =, (@—ot) 2% = 2. (a 


Pe ae ee ee ee ee 


Ce dat hl i ly Map mg We Mw Sa 


NOR ed Tet 


| 

: 4 

4 

ae. 
f 

; 


tae oe ee 


wo ¥ die Grundfrequenz der St. Venantschen Schwingung ist. Aus Tab, 1 sind zu 


Vo" 


é 


4¢e 


m2 


= Vo? + aw, 


ern. 


einem gegebenen a die entsprechenden c-Werte zu entnehmen. 


‘Zur niedrigsten Eigenfrequenz % gehort der Bereich x > o>. Es ist dann 


(23) 


Tabelle 1. Y 
K 1/2 158 1°59 1°60 161 1°62 1°63 1°64 
c 
Ss 1 - 1-01 1:02 1:04 1:05 1:06 1:08 1:09 
etge Pe ee — 83 es BEE Yi cael Reo — 27 — 24 
‘i 1°65 1:66 1°67 1°68 1°69 1:70 71 1-72 
c 
= 1:10 112 113 114 116 V17 1:19 1:20 
etge | —21 ey Sy 48 Sa 18 = [98 = 114 
e 1:73 1:74 1°75 1:76 1-77 1:78 1:79 1°80 
4e¢ St 
= 1-21 1:23 | 1-24 1:26 1:27 1:28 1:30 | 1°31 
Rete | 108) | — 102") ==97- | 92 | 88 | — 84 - | — 80 1 a 


Anstatt Gl. (10) direkt zu lésen, kann man dann das im folgenden Beispiel gezeigte 
tiberschlagige Verfahren anwenden. ae 
_ Es sei eine Holzluftschfaube mit einem AuBendurchmesser D = 3m, einem 
Nabendurchmesser D = 0°3m und einer Drehzah] n = 1400 U/min gegeben. Es ist 
also L = 135 cm und » = 146s-!. Die aus Gl. (10) mit J, = w = 0 und den Rand- 


bedingungen 6 = 0 in € = 0 sowie f’ = 0 in € = 1 berechnete kleinste Kreisfrequenz 


der woélbkraftfreien Drillschwingung sei 7) = 450s-1. Wir wahlen nun eine mittlere 


Fligeltiefe b,, = 170 mm, d,, = 27 mm, somit x, = 27/170 = 0.158. Aus Gl. (11) 


folze J; = 48cm', GJ, = 62.5-10‘kgem?, Gl. (13) liefert J, = 175cm', HJ, = 

= 26:2-10%kgem*. Mit Gl. (21) erhalten wir daraus a = 23:1 und entnehmen 
2 

aus Tab. 1 den Wert *{ = 1-09. Somit wird gem&B Gi. (23) »,2= 1-09 . 202.500 + 


+ 21300 = 242025, », = 492s. Dieser Wert ist sicherlich noch etwas kleiner 


als der genaue Betrag gemaB Gl. (10), da die Wélbsteifigkeit gegen die Nabe hin, 
wo die gréBte Wélbbehinderung auftritt, noch zunimmt. 


Drehfligel (Hub- und Tragschrauber). 


Bei diesen Blattern kann man im allgemeinen freie Verwélbung auch an der 
Blattwurzel voraussetzen. Legen wir auch hier zunachst konstanten Querschnitt 
zugrunde, so gelten die Gl. (14) bis (18) unverandert. Wir haben jedoch als Rand- 


bedingungen: 
p= 0-—und 
M=0.- und 


Die Systemdeterminante verschwindet, wenn 


in €=0 ist 
in: € =1> ist 


Ce Oe es 18,8.) (24) 


2 


- Dies ist aber wiederum die Eigenfrequenz der St. Venantschen Schwingung. 
Durch die im vorigen Abschnitt gemachte und als zulaBig erkannte Naherung Gl. (18) 


~ 


fliigeln dagegen vernachlassigt werden kann. 


‘haben wir daher, wie man jetzt sieht, den Einflu8 der Wélbbehinderung, soweit 
diese vom verinderlichen Drehmoment herrihrt, auBer Acht gelassen. 
_ Wegen der gegeniiber der Luftschraube Bodeuend kleineren Winkelgeschwindig- 
-keit konnen hier auch die Flichkrafte vernachlaBigt — werden. Fir den Drehiliees 
sind also die fan Cpu eagle ae durch die v gegeben. ‘ 


‘Zusammenfassung. 


Der Einflu8 der Wolbbehinderung und der Fliehkrafte auf die Drillschwingungs- 
frequenzen von Luftschrauben- und Drehfliigelblattern wird untersucht. Es zeigt 
sich, daB dieser Kinflu8 bei Luftschraubenblattern nicht unbetrachtlich ist, bei Dreh- 


(Hingegangen am 11. eee 1946, ha, 


Uber die Bewegung einer kreisférmigen Scheibe auf reihender 
Unterlage. 
Von F. Chmelka, Wien. 


Mit 13 Textabbildungen. 


1, Allgemeines iiber die Bewegung eines Koérpers auf reibender Unterlage. 


Ein scheibenformiger Kérper von der Masse m und zunachst beliebig gestalteter 
Grundflache F habe zur Zeit t = 0 die Translationsgeschwindigkeit Vo (Betrag vo) 
und die Winkelgeschwindigkeit, w). Er befinde sich auf einer ebenen, waagrechten, 
reibenden Unterlage und werde sich selbst tiberlassen. Welches ist der Bove 
ablauf, bis der Koérper zur Ruhe kommt? 

Wir nehmen an, der Normaldruck auf die Unterlage sei gleichmaBig: verteilt, 


so daB also auf ein Flachenelement dF der-Grundflache eine Normalkraft dN = “2 aF 


wirkt. Dann ist die Grdfe des Reibungswiderstandes auf diesem Visohoelone 
wenn f der Koeffizient der Gleitreibung ist, 


dW =j{dN =f 2 dF = xP, (1) 
wenn j , 
x = Lee (2) 


bedeutet. Die Richtung von dW ist der Richtung der Geschwindigkeit des Flachen- 


elements entgegengesetzt. Ist C das Momentanzentrum der Bewegung, so steht dW 


senkrecht auf der Verbindungslinie C...dF. Schwerpunktsgeschwindigkeit und 
Winkelgeschwindigkeit zur Zeit ¢ wollen wir mit »y (Betrag v) und @ bezeichnen. 
w ist positiv, wenn die Drehung des Korpers im Gegenzeigersinn, negativ, wenn sie 


im Uhrzeigersinn erfolgt. C liegt auf einer Senkrechten zum Vektor » durch den 


Schwerpunkt S im Abstand 


@ 


i 


(3) 
von diesem, und zwar, in der Richtung von » gesehen, links vom Vektor », wenn @ 


positiv, rechts, wenn w negativ ist (Abb. 1). Sind die Koordinaten von S a, y, die 


von O tg, Yq, 80 ilt 
OS wg = ¢ — you yt, (4) 


wo x, y die Komponenten von » bedeuten und @ mit-seinem Vorzeichen einzusetzen ist. 
Fir die Bewegung des Korpers liefert zunachst der Schwerpunktssatz fiir die 


Richtung der Bahntangente 7’ (positiv in der Richtung von y) 


TV Se NY Oe ee 


oder 


i sy. “ 
SPs Fgh aoe i 
\ 4 


=i Men = \aws, | es. Re Ree (5) 


m = \airy (6) 


Dabei ist N positiv nach der hohlen Seite der Bahn des Schwerpunkts gerichtet. 


dW, und dWy sind Tangential- und Normalkomponenten von dW. Ferner lautet 


der Momentensatz, wenn wir als Bezugspunkt das Momentanzentrum C wahlen 
(s. z. B. Routh, Dynamik starrer Systeme, Bd. I, 8S. 113), 


m [(x — xe) y¥ —(y¥ — Yo) 7] + Js o = M. 3 (7) 
Darin ist Jg das Tragheitsmoment des Kérpers um eine Achse durch § senkrecht 


zur Bahnebene und M das Drehmoment der auBeren Krafte um den Punkt C. Der 


Abb. 2. Robes: 


‘ 


Drehsinn von J ist in unserem Fall immer entgegengesetzt dem von w. Die Winkel- 
geschwindigkeit wird im Verlauf der von uns betrachteten Bewegung ihr Zeichen 
nicht 4ndern und wir wollen sie daher im folgenden stets als positiv voraussetzen. 
Dann ist | 
\ raF. (8) 


F 


M = — \raw =—» 
. Pak 


Mit Hilfe von (4) folgt aus (7) 
m(xz+yy)+tJsoo =MNo 
d Ons ae (le dy 
. | ge (m+ JS) = MF (9) 
Links in der Klammer steht die kinetische Energie des Kérpers. Rechts bedeutet » 
den Winkel, um den sich der Korper gegen eine feste Richtung gedreht hat. Die 
Gleichung besagt, da& die Anderung der kinetischen Energie pro Zeiteinheit gleich 
ist der in der Zeiteinheit von den Reibungskraften verbrauchten Arbeit. 

Mit Hilfe von v =awo und des Steinerschen Satzes kann man in (9) auch Jog, 


das Tragheitsmoment des Koérpers um eine Achse durch C einfiihren. Napt Integration 
von t = 0 bis ¢ hat man dann 


2 2 re 
Joz—Jo-y = \ Mao. (10) 


* 


Jo wird im allgemeinen zeitlich verdnderlich sein, Jgy bedeutet seinen Wert zur 
Zeit t= 0. 

Zur Berechnung der Integrale in (5) und (6) machen wir C zum Ursprung eines 
&, n-Koordinatensystems (Abb. 2). Zunachst gilt fiir, die Komponenten von dW 


dW p = —2dF cosy = — 


dé dn 

adWy = dF sin =H as She x 

Nase re Er 

Die Integrale ergeben (s. Abb. 3 und 4) | ; - 
“4 ; P édé dn Ne : s "a 5 oe ra i 
Wy =n | EM yl | eee Fan — \ VER + oP dn) = | 
/ Zi “VEEP nm, y eer a i i 
: Ne “# 3 
eee ose | (7, — 11) dn, 2 mele) E | 
a aapk ta ny : ; 
F pr) VP + ep & f _ 
: By Se 
“Seam — 0 \ @,—9r) dé. te (12); 24 
he fy j 
a ; Das letzte Integral in (12) verschwindet, wenn die é-Achse eine Symmetrieachse der _ : 
eth Flache F ist. Fiir eine Kreisflaiche ist es dauernd Null. Der Schwerpunkt einer kreis- H 
eer: férmigen Scheibe wird sich demnach geradlinig in der Richtung der Anfangsgeschwindig- ; 
Br: 4 


Abb. 5. 


keit », bis zum Stillstand der Scheibe fortbewegen. Dies ist jedoch nicht immer so. 

as Beim Rechteck z. B. ist fiir den Fall der Abb. 5a das Integral (12) sicher positiv. 

Be Teilen wir das Rechteck in die schraffierte und die unschraffierte Halfte, so liefert ; 

a _ die linke zum Integral einen positiven Beitrag, da fiir sie durchwegs r, —7,, > 0 

ist, die rechte Halfte einen negativen Beitrag. Dieser ist jedoch dem Betrage nach 

ener oe kleiner als der positive. Denn fiir den Flachenstreifen dF der linken Halfte ist T— Tu 

gréBer als der Betrag dieser Differenz fiir den gleichgrofen Flachenstreifen dF der 

rechten Halfte, der zu dF in bezug auf S symmetrisch liegt. : 
Dreht sich das Rechteck weiter, so daB C relativ zu ihm in die in Abb. 5b dar- 
Be. gestellte Lage kommt, so ist das Integral negativ. Fiir die pair desi 4 

>a Rechtecks ist es Null. 

. Beim Rechteck hat also die Resuitiosetcts der Reibungskrafte in der Richtaae = 

senkrecht zu » im allgemeinen eine von Null prechindene, Komponente, die nicht ; 

sehr grofs ist und die wikrend der Drehung des Kérpers ihren Richtungssinn wechselt. 

Der Schwerpunkt wird daher in diesem Fall keine gerade Bahn _beschreiben. 


2. Die Bewegung einer kreisférmigen Scheibe. 4 


Wir wollen im folgenden unsere Betrachtungen auf eine kreisférmige Scheibe 
x mit dem Radius & beschranken. Fiir eine solche ist also das Integral (12) dauernd — 
pe Null. Das Integral (11) kénnen wir in zwei Teile zerlegen und schreiben * 


——. 


Na un git nach Abb. 6 


: = 7? + (@+ R cos «)?, = V7? + (a— R cos x). Se 
:. Fihren. wir ee n = Rsin «, dy = 'R cos es ein, so erhalten wir Bras 


r=2R\*Ve ee a a | 
Ov. Ass } 
7 a Ue Be 


| as m = —2R\* Va FR 2a Roos & 008 « da. soe (14) 
as 0 


4 _ Sedann ist noch das’ Integral (8) zu berechnen. Wir setzen “ : 


. (15) 
: Abb. 6. Abb. 7. : 
2 Darin ist (s. Abb. ieee ; 
; ; r=Var?+o?+2aocosa, dF = ododa, 
- also (cR can | aa 
1, = | \ Va + @& + 2ae cos x edo da. (16) a 
. o/ 0 
Die Integrale J,, I, sowie das Integral tiber « in J;, das wir mit T, bezeichnen ae 
~ wollen, sind elliptische Integrale, bzw. lassen sich auf solche zurtickftihren. Betrachten Seer 
wir zunachst das Integral \ 
27 ‘ 5 
I, = i Vere + 2aecos «da. (LT G 
Ergiinzen wir unter der Wurzel zu einem Quadrat, so erhalten wir ; os ae : 
; a? + 9? + 2aocosa = (a + 0)? —2a0(1—cos x) = 
ee = ay) hee a pce Tif, abe aeaeabe CMa +3 
2 moe eee (2 't 2) (1 @+or 7); Pees. 
3 ~ wenn wir fiir «/2 = @ einfiihren. Es ist dann dx = 2 dy und die Integrationsgrenzen __ = 
__verwandeln sich in 0) und a. Mithin ist ; es 
2 S: pei \ / 1—F sin? 9 dg, rr til OE 4 (18) ee 
4 3 . : Ov ; (a > o)* £& oe 
SS Es 1aBt sich nun sofort zeigen, daB k? <1 ist, wenn a + g ist. Denn stellen wir ie 
i die Ungleichung auf. Souter G 


(a + oP > 4a, : 


sO VWedouter dies 


a@—2ae+¢ = (a — 0)? > Coc 
was fiir a + 9 erfiillt ist. Fir a = 9 ist = 1. 
Nun ist 4 ate 
/1— FP sint pdy = 2 E(k), 
k 0 
wo E (k) das vollstandige elliptische Integral zweiter Gattung ist: 


a 


E (k) = We — K? sin? 9 dg. . (19) 
a 

Also ist . <p eg eae 
I, =4(a + 0) E(k) ft ape OO (20) : 
3 ? (a--F OP ee Bice 
§ und nach (16) gilt : | 
ee R | 
; nat) @ Foe ed: 5 
= Ganz ahnliche Uaitormonges machen wir ‘mit den Tntegralen i andes der ‘ 
ee oa Gl. us 3), ftir die nach (14) gilt 3 
5s 7 The : ‘4 
: A onl? Va? + R? + 2a Roos « cos « da. (22) 7 
2. 0 : : Al 2 
Wir kénnen schreiben 4 
: ; 4a R « ; 

w@+ R?+2aRcosa = (a Oe ee =(a+ RB) (1 ee TRE sin? $), 
a? + R*— 2a Roos = (a + RP—2a R(1 + cos x) = (a + RP (1 — sees ons? $I | 
i 4 Setzen wir in dem Auedmick fiir I, fiir | =q, so ist auBerhalb der Wurzel . 
aes cos « = cos2 m9 = 1 — 2sin’qg; die Tnteotitinnsereanen andern sich in 0, 2/4 und 

es ergibt sich 
aa oe pean ee 2 a San 
. 7 Seige) ne Vi k? sin? y (1 2sin?g)dg, k = Tat RF 
ae mit k? <1 fir a+ R und # = 1 fir a = R. ; , 
ie In J, setzen wir fiir «/2 = g und schreiben fiir cos «a = cos29 =—14+2cos?g. _ 
3, Dann baben wir 

Ay Slee Ne 1 — k* cos? o (1 — 2 cos? @) dg. foe F 

Setzen wir nun fiir ¢ = 2/2 — 80 ist dp =-—dgy und die Grenzen andern = 
in 2/2, x4; wir vertauschen sie und schreiben 
Ip =—4R(a + 2),\"/1 = Bain (1 — 2 sin? 9) dp. } 
5 ; : : ¢ 
ee Fir das Integral J der Gl. (13) ergibt sich dann ot 


: . ee eee ala 2" he eae ; 
a 1=4R(a + R){ | //1 — k sin? g dp — 2 ‘\° VIB sintg sink pp). (23) 


Das erste Integral ist gleich H (k). Fiir das zweite ett [s. z. B. Integraltafel von 
Grébner, Hofreiter usw., 8. 66, Gl. (13k)] ; 


“ee Pv ee ee ee . i add 


Pe Ne ee PN, a a ey eee we 


REY oe pee eee 


oder, weil aS R ist, 


ae es 
wo K (k) das vollstandige elliptische Integral erster Gattung ist: 


\ V1 — B sin? 9 sin? gy dp = + ts K (y= Fe a8 Gy (24) 


4 


ages A Sy : 
ere. =v (25) 


~ Damit erhalten wir 


pa that &) (( 


us By ri =e Ae) eS (26) 


(a+ RP 


3. Die Integrale J und J, als Funktionen von a. 


Bevor wir den gesamten Verlauf der Integrale J und J; als Funktionen von a 
darstellen, verschaffen wir uns einige Anhaltspunkte tiber denselben durch Be- 
trachtung einiger Sonderfalle. 

Setzen wir zunachst voraus, da8 a » R sei. Dann ist auch a Ye und sowohl 
in (20) als auch in (26) ist hk? € « 1. Wir kénnen dann in (19) und (25) den Integranden 


‘nach der binomischen Reihe entwickeln und erhalten (s. auch Jahnke-Emde, 


Funktionentafeln, 3. Aufl., S. 73) 


ohare see lena | (27) 


K() = 


2 et 
e+e +9(+ Fy +... (28) 
Scien wit diese Werte in (26) ein und beriicksichtigen im Becersoo ile nur Glieder, 


die héchstens k? enthalten, so ergibt sich 
(29) 


wo F =a R? die Kreisfliche bedeutet. Fiir sehr eroBes a nahert sich J asymptotisch 
dem Wert F, was gemif der Bedeutung dieses Integrals ohne weiteres einleuchtet. 
Fir J, erhalten wir, wenn wir (27) in (20) einsetzen und wieder nach dem Glied 
mit k? abbrechen, ie 
e)” } 


pi Gua ti 
ede wegen a.» 0, ee f i é | . : 
GemaB (16) ist peas 
ie I, 94g, (31) 
was 
= i; aFalit+5 s a) (32) 


liefert. Fiir sehr groBes a niihert sich also J, asymptotisch dem Wert F a, was eben- 


‘falls einleuchtet. 


Wir wollen nun noch J fiir den Fall berechnen, daB a = R ist und hernach fiir 
aX R. Fir a = R ist in (23) 2 = 1 und wir erhalten : 


T= 3 R( \* cos gdp — 2 \* sin? 9 cos 9 dp = 7h eo Odie. (33) 
Nol oJ 


eps), | (30) 


308 F. Chi ere ‘ 
‘Fur a< R ist wieder J? «1 und es ergibt sich zunichst wieder der Aus 
fiir den wir aber jetzt schreiben kénnen ; ee a ia 


Il=xaR (1 eee | (34) 


Fir a = 0 ist also J = 0, wie es ja aus Symmetriegriinden sein muB. Fiir sehr | 
kleines a steigt J:zunaichst naherungsweise linear mit a an. 
Berechnet man nun nach (26) fiir verschiedene Werte von a den ‘Wert von I | 


—(s. Tab. 1), so erhalt man das in Abb. 8 dargestellte Schaubild. 


Tabelle 1. 
Z,/R ain | apr Ter ae 
ee pues, Surman eee 
0 0:00 2°09 
"4 TAR 2°19 
i, 1°52 2°46 
sf, |, 218 2°94 
10 1 267 | 3°55 
3/ 2:96 = 
2. | 3-04 648 
S 3-08 955 
4 3°12 12°66 ~ 
Wir trachten nun ein 
a ahnliches Schaubild fiir 
die Funktion J, von a zu 
3 erhalten. Zunachst ist fiir 


a = 0 k*= 0 und nach (18) 
I, = 27, 


i } 4 + | seo: womit nach (31) 


Abb. 8. tah I, = 4-1 R*=2-09 R? (35) 
folgt [was man auch unschwer direkt nach (15) berechnen kann}. Um nun in als” 
Funktion von a zu berechnen, hatte man in (21) @ durch & auszudriicken und zu 
integrieren. Da dies jedoch auf sehr unhandliche Ausdriicke fiihrt, wurde das Inte- 


gral (21) fiir verschiedene Werte von a nach der Simpsonschen Formel berechnet. 
Die Ergebnisse zeigt Tab. 1 sowie Abb. 8. 


4, Naherungslésung der Aufgabe. 


Bei Betrachtung der Abb. 8 sehen wir, da8 wir etwa im Bereich a > 2 R mit 


guter Naherung I=F (36) 
setzen kénnen, in gréberer Naherung kénnen wir dies auch bis a = R ks lassen. 
Im Bereich 0 Sa SR gilt mit guter Naherung vona=0 bis etwa « = — sare 

D== aR, (37) — 


in gréberer Naherung kénnen wir diese Gerade auch bis a = R als giiltig betrachten. 


I; konnen wir im Bereich a 22 R mit guter Naherung durch die Gerade 
Ig=Ffa . (38) 


[s. (32)] ersetzen, in gréberer Niherung lassen wir dies auch bis a = R gelten. Im 
Bereich 0 Sa = RK wollen wir J, durch eine Parabel durch den Punkt a = R 


> 


rere es Pee eee eee 


SOA ee ae matisaend. 


Pe ee ee ee rd 


7 


TN AE EN ee ON ee ee 0 as NC ee ee ee ee ae ee a 
f ; 


Meo i - (39) 
so ergibt sich 2 
< A=146R, B= — 7x BR = 2-00 Re. (40) 


Wir sehen also, dafs es im wesentlichen zwei Typen der Bewegung des Korpers 


gibt, je nachdem a gréfBer oder kleiner als R ist, und daB diese beiden Bewegungs- | 


arten im Gebiet @ ~ R ineinander iibergehen. 
Betrachten wir zunachst den Fall, daB a> R ist. Die Bewegungsgleichungen 
waren die Gl. (5) und (9). Schreiben wir in der ersten fiir 


| \aWs ep 
F 


so haben wir 
Min == P; (41) 


“In (9) differenzieren wir links aus und haben 


a . mvvtJsoo =Ma. ; (42) 
Nach (11) und (13), ferner nach unserer Naherung (36) gilt 

"3 P=—x#Il=—xF. 
Nach (8) und (15), ferner nach unserer Naherung (38) gilt 


M =—zI,=—xFa. 
Dabei ist nach (2) x = es 
Damit lauten die Bewegungsgleichungen 
mo = —xF, (43) 
mvv+Json =—xFao. (44) 
Aus der ersten folgt, wenn v, die Geschwindigkeit zur Zeit ¢ = 0 ist, 
v =—fgt+ r%. cag (45) 


Aus der zweiten folet, wenn wir fiir 7 den Wert aus der ersten einsetzen und beachten, 
daB nach (3) a = v/m ist (die Absolutstriche kinnen wegbleiben, da wir @ >) voraus- 
gesetzt haben), 
x J. so on 0, 
also : 
@ = const. = Wo, (46) 


wenn , die Winkelgeschwindigkeit am Anfang der Bewegung bedeutet. [iir den - 


Abstand des Momentanzentrums C vom Schwerpunkt S der Scheibe ergibt sich 


gee gg | (47) 

Wo - 
wenn d, = %/@, der Abstand zu Beginn der Bewegung ist. Ist also am Anfang der 
Bewegung a gro8 gegeniiber R, so nimmt v mit guter Naherung linear mit der Zeit 


‘ab, wihrend w fast konstant bleibt. Infolgedessen nimmt a ebenfalls linear mit der 


Zeit ab, C riickt also immer naher an S heran und unsere Voraussetzungen fiir die 
Giiltigkeit der Lisung werden immer weniger gut erfiillt. 

 Da8 o fiir groBes a naherungsweise konstant bleibt, ist leicht einzusehen. Liegt C 
im Vergleich zum Scheibenradius weitab von S, so sind die Reibungskrafte dIV an- 
nihernd parallel und ihr resultierendes Moment um den Schwerpunkt der Scheibe 


ist nahezu Null. Daher wird w nur wenig beeinfluBt. 


I, = 2:09 R® ersetzen. Schreiben wir 


tell oe 


; Wir eet enine ss ae n Fall, daB a Ee ist. Nach unser 


und (39) ist jetzt 
P=—xua ka, eee eae bs 
worin fiir A und B die Gl. (40) gelten> Die Bewegungsgleichungen Leen also ico 
mv =—xa ha, (48) 
_mvo+Jsoo=—x(A@ + B)o. (49) 


Untersuchen wir aonneher den Fall » = 0. Dann ist nach (48) a =: 0 und wegen 
a = vjw folgt v = 0. Es ist dies der Fall der reinen Drehung. Aus (49) ergibt sich dann 


2 fmgk 


OS ey. t+’, -(50) 
oder mit Jg => m R? als Tragheitsmoment einer zylindrischen Kreisscheibe — 
4 meee at 
o=— a Gt toy | _ (51). 


Die Rotationsbewegung erfolgt also gleichformig verzégert. 
Setzen wir jetzt v + 0 voraus (damit ist also auch v + 0), so kénnen wir aus (48) 
wund daraus w berechnen: rake Sa 


(2) 
oe re | Vas 
< fg. od 
Pe 
Damit konnen wir aus (49) w und @ eliminieren und erhalten eine Difterentialgleichung, 
fiir v 
m(1— = = x) + (BY Pome (fe) vb = 0. ~ (53) 
Wir schreiben zur Abkiirzung ae 
A,i4+A,#—A,v¢ =0. (64) 
Fiihren wir fir A und B ihre Werte aus (40) ein und fiir Jg = = m R?, so ergibt sich 
1 F E — 
A, =0465ma 4m, A,=——figim, A,=—3 A, 
Dividieren wir (54) durch A; und setzen 
o- ' P g Ba . Es 
H 3 Saat r) 4 \ (55) 


so lautet die Differentialgleichung fiir v 


HO—e2P=38Cvd. (56) . 


Wir kénnen sofort einige Lésungen dieser Gleichung angeben. Zunachst ist. 
v = const eine solche. Dann ist v == 0 und nach dem Obigen Ue =). Diesen Fall 
haben wir schon behandelt. 

Sodann kann vy + 0, jedoch v = 0 sein. (56) reduziert sich dann auf 


v—c = 0, 


t 


also 
~ = he. 
v kann niemals positiv sein, da die Geschwindigkeit nur abnehmen kann. Wir er- 
halten also ' hg : 
Cae ee | (57) | 


Damit folgt aus (52) 


o = — FS pl ae (58) 


: 
} 
3 
; 


F 


A ee a ee 


S ‘diacon Formeln. a, so ate sich 


=e goss: = ae (59) 


a ist also zeitlich konstant. Dies folgt ja schon aus (48), denn nur fiir zeitlich unab- 


hiingiges a ist v eine lineare Funktion von ¢. @ geht also proportional mit v auf Null 
herunter. Jedoch ist, zu beachten, daf dies nicht fiir jedes beliebige Verhaltnis von 
U/@o gilt, sondern nur dann, wenn dieses gleich R//3 ist, wenn also zu Beginn der 
Bewegung . 

= —— (60) 
Mo V3 
ist. In diesem Fall ist also der Bewegungsablaut denkbar einfachst; er ist in Abb. 9 
dargestellt. 

Wie geht nun die Bewegung vor sich, ‘wenn cr) einen 
anderen als den obigen Wert besitzt? Dazu miissen wir nach “@ 
weiteren Lésungen von (56) suchen. Wir kénnen unschwer “* 
ein erstes Integral dieser Gleichung finden, wenn wir v = 
setzen und 6 als Funktion von v gnicaseh: o 


v= b (v). 


b ist die Beschleunigung, die in unserem Fall stets negativ 
ist. Es gilt dann 


ag-hVF 


wR 


: db — db dw _ db Abb. 9. 
See in an ae a 
Damit ergibt (56) ; - 
db 
Pea ey ees 24 

b (6 Chee at 

woraus folgt x 
: 1 \ du | db gis (61) 
OR a ne ieee eRe ay ey, 
Fiihren wir rechts Partialbruchzerlegung durch, so ergibt sich . 
1 Noe! 1 1 1 i 
b (b? — e?) Ce eb i 22 bite - 2c b—e- 


Bezeichnet 6) den Wert von 6 zur Zeit t = 0, so liefert (61) 


i v b 1, bte 1 b—e 
Bee ag Oe ae ee a ee 
oder v\2 (b\2 Be 
( ( bo ae bo? —e- (62) 
b, folgt aus (48), wenn wir fiir a den Wert a) = v9/m_ einsetzen: 
: | : Sectres g ke 
be aM aT aoa (63) 


fir c? gilt (55). 
Aus (62) kénnen wir 6 ‘berechnen und erhalten, wenn wir bedenken, da b negativ 


sein mu, , 


pee = (64) — 


y—o(3) 


Darin ist c = fg///3 und n eine Abkiirzung fiir 


ne (=Y" (65) 


Diskutieren wir nun den Verlauf der Funktion b = 6 (v) fiir verschiedene Werte 
von a. Ist RIV3< a) < R, so ist 0< n <1. Da v/vg = 1 ist, so ist der Radikand 


der Wurzel in (64) stets positiv. Er wird mit abnehmendem v gréBer, 
er gleich 1. b nimmt also dem Betrage nach dauernd ab, bis der Betrag am 
der Bewegung ayf den Wert ¢ gesunken ist. ; paces eee 

Fir a, = R//3, also fiir den vorhin behandelten Sonderfall, ist » = 0 und ofa 
b = —c, also konstant wahrend des ganzen Ablaufs der Bewegung [s. (57)]. 

Fir 0 <a, < R/V3 ist n <0 und der Radikand der Wurzel in (64) nimmt mit 
abnehmendem v ab bis auf den Wert 1 fiir v = 0. 6 nimmt also dem Betrage nach 
mi, bis der Betrag am Ende der Bewegung wieder den Wert ¢ erreicht. 

In Tab. 2 sind fiir c? = 2 m?/sect, also c = 1°41 m/sec?, was einem Reibungs- 
koeffizienten { = 0°25 entspricht, fiir einige Werte von a) die Werte von 6 berechnet, 
die sich aus (64) ergeben, wenn v vom v auf Null abnimmt (g = 9°81 m/sec’). Abb. 10. 
zeigt die entsprechenden Kurven. Wie man durch Bildung von db/dv feststellt, erfolgt 
die Einmindung der Kurven in den Punkt v = 0, b =—c stets mit lotrechter 


Tangente (auBer im Fall aj = R/V). 


Tabelle 2. “4 
ap/R= 
if 


b ; : F 
(mfselt) Werte von =a mysec , wenn ; 
-20 : a eal a ae ; 

voy} 1 pels 5 Fare ties 
“ 


: 1 | 2-45 | 1-84 | 1-41 | 1:23, 0-812 | 06-306 
ze 3), | 211 | 1-73 | 1:41 | 1:25) 0-661 | 0:336 
he 
Z 


1/, | 1:86 | 1°64 | 1°41 | 1-28 | 0°731 | 0-381 
1/, | 1:65 | 1°55 | 1-41 | 1°33 | 0-875 | 0-470 
1/, | 1:55 | 1°49 | 1-41 | 1°36 | 0-981 | 0:573 
1/4, | 1°49 | 1-46 | 1-41 | 1:38 | 1-090 | 0-690 


if 
- - ; 
a Nach (48) ist a proportional b, und zwar ist 
0 is 7 3 CS . 2 ( ) 
¥ 2 e i ra ; ce V3 
Abb. 10. Die Kurven der Abb. 10 geben also, wenn> 


. wir die Ordinaten mit dem konstanten Faktor 
-— R/c\/3 multiplizieren, den Verlauf von a als Funktion von v an. Fiir simtliche 


dy + 0 ist also am Ende der Bewegung, wegen b = —-c, a = R///3. Einzig der Fall 
a) = 0, der schon behandelte Fall der reinen Drehung, bildet eine Ausnahme. Hier 
ist und bleibt a = 0. 


Wir kommen also zu folgendem Ergebnis: Fiir simtliche ap, fiir die gilt 0 << a, < R, 
nahert sich die Bewegung gegen Hnde immer mehr der in Abb. 9 dargestellten, wo v 
und w im selben Verhaltnis abnahmen. Da stets a + 0 ist und @ = v/a ist, so erreichen » 


und w gleichzeitig den Wert Null. Ist zu Beginn der Bewegung ay > R/ V3, so nimmt v 
rascher ab als w (w wartet gewissermafBen auf v) und @ nimmt bis auf RIV3 ab. Ist 
- dy < R/V/3, so nimmt @ rascher ab als v (v wartet auf ) und a nimmt bis aut RIV3 
ZU, Ssh aye RIV3, so nehmen v und w im selben Verhaltnis ab und a bleibt konstant. 


Es fragt sich nun, wieso es zu der Ausnahmestellung des Falles a, = 0 kommt, ~ 
wo wahrend der ganzen Bewegung a = 0) bleibt, wihrend, wenn a) nur ganz wenig 
von Null verschieden ist, also vy nur einen ganz kleinen Wert hat, a auf den Wert 
R//3 ansteigt. Ist a) sehr klein, so stehen die Reibungskrafte fast senkrecht auf den 
Radien des Kreises, ihre Resultierende ist also fast Null und die Krafte haben lediglich . 
ein resultierendes Moment. Infolgedessen wird sich zunachst nur @ verringern, wahrend 


] 
4 
> 
a 


. geworden ist; see aiok v “rier fiole: Grete We 


__Nachdem wir nun 6 als Funktion von » besitzen, trachten wir v als Funktion 
- von ¢ zu gewinnen. Aus 


a wes. 
oe a Oe) 
 folgt 
; v a 
VU : 
: - | b(v)° (67) 
4 ~ 
_ Damit haben wir ¢ = ¢ (v), woraus nach Umkehrung v = v (t) folgt. Wir miissen nun 


a zwei Falle unterscheiden: 
: ~ 1.) RIV3 <a, < R. Dann ist in (64) n >0. Wir setzen 


~ Dann ist 


4 

| (64) in (67) eingesetzt, die Grenzen geindert und vertauscht, liefert dann 
j 3 3% (% 

% P fixe a —= 22 dz. 

; _ 2enyn \ ee 

"4 

; 

4 

a 


Daraus erhalten wir (beziiglich dieses und des folgenden Integrals s. z. B. Naske, 
; Integraltafeln, S. 13) 


EE peg ey pram a 
: | 4 Agee 4 ene 
“d ‘ 1 : v < 
= ; — % aresin (I —2n) + Fare sin (1 — 2), z=n(—-| ; (68) 
= Rei) 0 hy <= RIV3. Dann ist in (64) » <0. Wir setzen in diesem Fall 
oo 2 
= 3 
= : n'( oe 5 
Dann ist 
: 3% as 
7 dy inl Vt V2 
und (67) lautet 
3 1 nara 
i= sm | z+ 27 dz. 
| Zon Vni 
Wir erhalten dann 
3 oe =? 3% Seg? Rls Naat n +n? — — z+ 2— 
i i= Topiver ls Vin] + nt V 


F 3 


-— + log nat (2 + |n| + V |r Bere) ic nat & +e a yzte)), 


a Setzen wir in (68) und (69) der Reihe nach eee Werte fiir v ein, rechnen ¢ 
aus und tragen die Ergebnisse in einem Schaubild auf, so erhalten wir eine Kurve, 
die v als Funktion von ¢ darstellt. [Fast schneller kommt man zum Ziel, wenn man 

(67) nach der Simpsonschen Formel berechnet.] Tab. 3 zeigt die Ergebnisse fiir 
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ass 


Uo = 1 m/sec; Js == 0-20 (Cr V2) ee On ee = B ies dy = = R/4. : 
Schaubilder zeigen die Abb. 11 und 12. Hat v, irdgendeinen anderen Wert, so sind 


nach (68) und (69) die Zeiten vymal so grof, wahrend auf der Ordinatenachse statt 1, - 


3 
7 USW., Vp; |G Vo USW. ZU schreiben ist. aS 
Tabelle 3. Zu den Werten fiir ¢ 


t, . : 
fe Prey oa in Tab. 3 erhalten wir nun 
‘ - sogleich die zugehérigen 
t oR t @ : b 
1 sec | mjsec | sec | maec Werte. Nach (52) ist ja 
3: 

Z nee 

' 1 | 0-00 | 1:00 | 0-00 | 4:00 — kb 
j 3/, | 0-11 | 0°87 | 0-41 | 2°78 In unserem Falle, mit 

ri fg | O24 | 066 | 0-75 | 168 ff — 9-95, ist | 

: Lie»; |uO°38. (0:37 POT Ord : ‘ 

Oo Of G2 G3 O# O5 (sek) 1/5 Bre ons 1:21 | 0°32 SiR DAG an (70) 
Abb. 11. 0 0°54 | 0:00 | 1°32 | 0:00 ; 


; b ist fiir das betreffende v 


~aus (64) zu berechnen (s. Tab. 2). So ergibt sich z. B. im Falle A. = R und vy, = 


Mir go 0 or A=. 1. me t = 0°11 ist fiir v der zugehérige Wert v = SF in (70) ein- 


zusetzen; der zu v = = gehérige Wert von 6b ist laut Tab. 2 gleich —2°11. Fir 
¢ = 0°11 ist demnach : 


0-75 
wo R = 245 577 = 0°87 m/sec. ; 
% : 2 
oR 
(7/sec) 
4Y 


S[~w os 


; 0 G5 10 45 20 25 t(seh) 
Abb. 12. Abb. 18. 


So ergeben sich die in Tab. 3 eingetragenen Werte fiir w R. Die entsprechenden 


Kurven zeigen die Abb. 11 und 12. 4 
In Abb. 11 sehen wir deutlich, daf hier, wo Ne > R/V3 ist, v zunachst rascher 
abnimmt als w. In Abb. 12 ist wegen a, = R/4 woR =4v) = 4 m/sec. w geht hier 


fast linear auf Null herunter (sehen ziemlich Ahnlich dem Fall a) = 0), wahrend 
die Kurve v = v (t) nach oben gekriimmt ist. « nimmt also rascher ab als v. Der 
Wert a = R//3 wird hier erst sehr spit erreicht, entsprechend dem spaten und steilen 
Anstieg der Kurve 6 = 6 (v) auf den Wert —c. ~ 

Wie sieht nun unsere Naherungslésung in dem Fall aus, da8 a) einen Wert hat, 


der weitaus gréBer ist als R und wie verlauft die Bewegung bis zum Stillstand des 


Korpers? Betrachten wir etwa den Fall, daB ay =4R und v = 5misec, also 
Wo hk = 5/4 = 1:25 m/sec ist. Wieder sei f = 0°25. 


‘ Pe 
— ee 


a a 
Bara tthe ax: 
= 


in der ersten Phase der Hise gelten abe Gi. (45) und. (46): 
PSS fot + uy = 2:48 ES, 
) oR =o, R= 125. 

v nimmt also linear ab und bleibt konstant. Sehen wir diese Formeln in etwas 


groberer Naherung bis a = R als giiltig an, so ergibt sich das in Abb. 13 gezeichnete 
Bild. Nach 
5 — 1:25 


ist v Ag neg Wert 1:25 decuneen und damit a = F und die erste Phase der Bewegung 
beendet. Die Bewegung tritt jetzt mit v, = 1:25, a == R in ibr zweites Stadium, 
das der Abb. 11 entspricht, wobei nur alle Abszissen und Ordinaten mit 1:25 zu 


multiplizieren sind. Nach ¢, = 1:25-0:54 =.0°68sec ist auch die zweite Phase 
- durchlaufen und der Kérper kommt somit nach insgesamt 


to = t, +t, = 1°53 + 0°68 = 2°21 = 2:2 sec 
zur Ruhe. ; 
Der Anschluf der in den beiden Gebieten a > R und a < R giiltigen Kurven 
erfolgt bei a = R glatter, als man vielleicht erwarten wiirde. Die Kurven fiir v stoBen 
fast ohne Knick zusammen. In die Abbildung ist auch der ee von a als Funktion 


von ¢ eingezeichnet. Wir kénnen darnach im Bereiche von — j,i Ste? he de 


w R-Kurve etwa nach der strichpunktierten Kurve meuace die den tatsachlich 
herrschenden Verhaltnissen wohl besser entsprechen wird. 

Durch Abb. 13 ist uns auch der Bewegungsablauf in allen denjenigen Fallen gegeben, 
fir die R <a, <4 Rist. Wir haben nur den Nullpunkt der Dornan entsprechend 
zu verlegen. 


Fiir den bis zur Zeit ¢ zuriickgelegten Weg s des Korpers bzw. fiir den Winkel q, 


um den er sich gedreht hat, gilt 


8 = J» dt, p= iT w dt. (71) 


s ist also gleich der Flache zwischen der v-Kurve und der t-Achse, begrenzt durch 
die Ordinaten in den Punkten O und t, g ist gleich der durch F& geteilten entsprechenden 
Flache zwischen der @ R-Kurve und der t-Achse. Fir den in Abb. 13 dargestellten 
Fall ergibt sich, unter Vernachlassigung der strichpunktierten Ausrundung, fiir den 
insgesamt zuriickgelegten Weg und bei einem Scheibenradius von & = 0:10m fiir 
den gesamten Drehwinkel 


= 517m, 9 = 3: 360° -+ 294°. 


(In der zweiten Bewegungsphase wurden die Flachen mittels der Simpsonschen Formel 
ermittelt.) Die Scheibe gleitet also etwas mehr als 5 m weit, bis sie zur Ruhe kommt 


und macht fast vier volle Umdrehungen. 


(Bingegangen am 18. September 1946.) 
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Einflu8 der iaittiorenl Ha 
auf die Flie8- und Bruchgrenze. , 
Von C. Torre, Wien. 
Mit 15 Textabbildungen. 


I. Einleitung. 


‘Ist ein Kérper’ bis zur Grenze seiner Tragfahigkeit beansprucht, so wird meistens 


nach denjenigen Hauptnormalspannungen oder ihren Kombinationen gefragt, die 


diesen Grenzzustand verursacht haben. Oder es wird nach den Normal- und Schub- | 


spannungen in der Gleitflache gefragt, die in dieser Flache die ersten bleibenden 
Formanderungen oder den Bruch wirklich erzwungen haben. Nach einer 4lteren 
Auffassung, sollte man die absolut gréBte Hauptnormalspannung o, bzw. o; dafiir 
verantwortlich machen. Nach dem Ansatz von Tresca und B. de Saint Venant 
sollte sich die Grenzbeanspruchung aus dem Unterschied der Hauptnormalspannungen 
(o,—o3) ergeben. Obwohl dieser Ansatz einen Fortschritt gegeniiber den ersten be- 
deutet, ist er unvollstandig, weil dabei (abgesehen von anderen Einwanden) der 
Einflu8 der mittleren Hauptnormalspannung o, nicht beriicksichtigt ist. 

Mit seiner Bruchtheorie hat Mohr die Untersuchung des Einflusses der mittleren 
Hauptnormalspannung o, (0, > o2 > 03) eingeleitet. Er selbst hat keine Versuche 
durchgefiihrt, um diesen HinfluB festzustellen, sondern nur die in der Literatur damals 
vorliegenden Berichte beniitzt. Die wenigen Versuche, die Mohr? in der ersten Ver- 
offentlichung zitieren konnte, sind diejenigen von Voigt? mit Steinsalz und Stearin, 
die Versuche von Féppl® mit den (mit einem Druckkreuz belasteten) Wiirfeln aus 
Zementmortel, Sandstein und Granit und die Versuche von Griibler mit rotierenden 
Scheiben aus Sandstein. Im Nachtrag hat Mohr noch die Versuche von Guest# 
tiber die Festigkeit plastischer Materialien bei zusammengesetzter Beanspruchung be- 
schrieben. Mohr findet in diesen Versuchen die EinfluBlosigkeit der mittleren Haupt- 
normalspannung -bestatigt. Dabei sieht er sowohl von den nichtiibereinstimmenden 
_ Ergebnissen von Foppl* mit ungeschmierten Druckflachen als auch von jenen geringen 
Abweichungen in den Versuchen von Guest* mit reiner Schubbeanspruchung ab. 

Systematische Versuche, die den Einflu8 der mittleren Hauptnormalspannung 
in der Mohrschen Bruchtheorie ergeben sollten, hat Karman® mit den zylindrischen 
Kérpern aus Marmor und Sandstein durchgefiihrt. Dabei faBte er zwei Grenzfalle 
ins Auge: den Fall der sog. ,, Druckversuche“ mit o, = o, und der sog. ,,Zugversuche“ 
mit o, = 03. Karman? fiihrte die Druckversuche und Béke1® die Zugversuche durch. 
Uber den Einflu8 der mittleren Hauptnormalspannung konnte Kérman® nur mit 
Druckversuchen allein noch keine Feststellungen machen. Zum SchluB8 des Auf- 
satzes gab er der Vermutung Ausdruck (sich auf einen einzigen Versuch mit einem 
Marmorstab berufend), da die Mohrsche Annahme der EinfluBlosigkeit der mittleren 
Hauptnormalspannung kaum auf unbegrenzte Giltigkeit Anspruch erheben kénne. 
Mohr! erwiderte in seinen ,,Abhandlungen“‘, seine Annahme sei damit nur scheinbar 
in Widerspruch gekommen, da der Versuchskttper zuerst dem allseitigen Druck aus- 
gesetzt und dann zur Grenzbeanspruchung gefiihrt wurde. Durch diesen Versuchsweg 
kame das Material nur zu einer Erhéhung seiner Tragfestigkeit. ; 


1 0.Mohr: Z. VDI 44, 1524 (1900); Abhandlungen aus dem Gebiete der Technischen — 


Mechanik, 3. Aufl., S. 192. Ernst & Sohn. 1928. 
2 W. Voigt: Ann. Physik u. Chem. 1894, 43; 1899, 452. 
3 A. Féppl: Mitt. aus dem techn.-mech. Laboratorium Miinchen H. 27 (1900). 
4 J. Guest: Philos. Mag. 50, 690 (1900). 
° Th. v. Karman: Z. VDI 55, 1749 (1911); Forsch.-Arb. Ing.-Wes. 37, H. 118 (1912). 
6 R. Boker: Forsch.-Arb. Ing.-Wes. H. 175/176 (1915). 
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. uche von Boker? mit Merion und Zinkkorpern sollten zur Klarung 
hee Roan beitragen. Die Vermutung des Auftretens einer Verfestigung des 


_ Zuerst dem allseitigen Druck ausgesetzten Marmors hat sich als nicht richtig erwiesen. 


(Die Versuche von Ros und Hichinger? mit porésen Stoffen, wie Zement und Gips, 


 ergaben eine betrachtliche Erhdhung der Drucktfestigkeit. Die Ergebnisse Bokers 


sind also nur auf Marmor zu beschriinken.) Die Zabrersuche mit Marmor auf sog. 
,,Elastizitatsgrenze“ (sie ist im Scheitelpunkt der Spannungs-Dehnungs-Kurve an- 
genommen) ijassen auf einen Einflu8 der mittleren Hauptnormalspannung schlieBen, 
da zur Erreichung der Elastizititsgrenze gréBere Unterschiede der Hauptnormal- 
spannungen notwendig waren als fiir die Druckversuche; sie betragen 9 bis LER 
Die Versuche mit Zink haben aber umgekehrtes Verhalten gezeigt: das FlieBen tritt 
bei Druckversuchen mit hdheren Unterschieden von (o, — o;) auf als bei Zugversuchen. 
Sie ergaben auch keine Anderung der Schubspannung + mit der wachsenden Normal- 
spannung o in der Gleitflache (Hauptschubspannungstheorie). Auf Grund dieser 
Versuche herrschte noch lange die Meinung, daB die Versuchswerte um die Mohrsche 
Hillkurve variieren, was die Richtigkeit dieser Annahme ergeben sollte. Spatere 
Versuche haben gezeigt, da die Mohrsche Hiillkurve wirklich die mittlere Stellung 
annimmt; die Tatsache aber, daB sich die Hiillkurven bei den meisten Stoffen nicks 
decken fan zwar die Abweichung’immer in der gleichen Richtung liegt), lassen aut 
einen Einflu8 der mittleren Eesha Guelopaanane schlieBen. 

Sehr eingehende und sorgfaltig vorbereitete Versuche sind von Ros und Ei ichinger’? 
mit Marmor, Zement, Zementmortel, Porzellan, Kunstharz und Gips durchgefiihrt 


- worden. Der Bericht Nr. 14 (vgl.*) tiber die Versuchesmit Baustahlen ist dem Ver- 
fasser nur auszugsweise zuganglich gewesen, wahrend er den Bericht iiber die Versuche ~ 


-mit Flu8stahl, StahlguB8, GuBeisen, Aluminiumbronze, Kupfer und Tombak nicht 


erreichen konnte. Die Verfasser behalten stindig die wirkliche Beschaffenheit des 


Materials, namlich die Heterogenitat und Anisotropie der Stoffe im Auge. Die auf 
dem Manometer abgelesenen Spannungen sind fiir RoS und Eichinger’ nur statistische 
Mittelwerte der in den Versuchskérpern wirklich auftretenden Spannungen. Wir 
werden uns in diesem Beitrag damit begntigen, fiir die mathematisch idealen 
(homogenen und isotropen) Stoffe die naherungsweise tibereinstimmenden Ergeb- 
nisse zu diesen statistischen Mittelwerten zu erhalten. 

Ro und Eichinger? haben versuchsmafig den Ubergang vom Gleit- zum Trenn- 
bruch naehgewiesen, den Leon® spater theoretisch an Hand der Hiillparabel abgeleitet 
hat; ebenso ist das von den Verfassern (s. Abb. 15) beobachtete Gebiet des konstanten 
Rei&widerstandes von Leon® wiederholt theoretisch nachgewiesen worden. 

RoS und Eichinger? untersuchen eingehend den Einflu8 der mittleren Haupt- 


normalspannung auf Flie8- und Bruchgrenze. Fiir gewisse Stoffe — wie bei Marmor — 
wirkt die Spannung o, verfestigend, fiir andere Stoffe aber — wie bei Zementmértel — | 


wirkt sie umgekehrt, d. h. bewirkt sie den vorzeitigen Bruch. Es gibt Gebiete — 
wie bei Marmor auf der Proportionalitatsgrenze (2°/))-Grenze) und Zement —, wo 
die Spannung o, von Einflu8 ist (500 bis 1000 kg/cm”), wahrend im Gebiete tiber 
1000 kg/cm? bei den gleichen Stoffen die Spannung o, fast ohne Einflu8 ist. Auf Grund 
dieser sehr verschiedenen Erscheinungen, gestiitzt auf die verschiedenen Strukturen 
der Werkstoffe, weisen die Verfasser auf die Unmoglichkeit hin, eine allgemeine Bruch- 
theorie aufzustellen. In diesem Beitrag werden, abgesehen von der Struktur des 
Materials, die verschiedenartigen LEinfliisse der mittleren Hauptnormalspannung 


7M. Ro und A. Eichinger: Versuche zur Klarung der Frage der Bruchgefahr, Diskussions- 
bericht Nr. 28; II. Nichtmetallische Stoffe. HK. M. P. Be an der E. Techn. Hochschule in Zirich, 
Juni 1928. 
8 A. Leon: Ing.-Arch. 4, 421 (1933); Beton u. Eisen 34, 130 (1935). 


: FlieBgrenze (Baustahle) durchgefiihrt. 


bericht Nr. 14 der E.M.P. A. in Ziirich, September 1926. — Auszugsweise s. 


C, Portes 


nicht als eine Wrcchwerana der Theorie atereren da sich diese Puoarie: wie ie die Mohrsche 
Hiillkurve, auf die Versuchsergebnisse stiitzen wird. 


Ros und Hichinger® haben weiter Versuche mit den Stoffen mit ausgepragter 
Der Einflu8 der mittleren Hauptnormal- 
spannung ergab sich, wie in den Untersuchungen von Lode,’ zu max 15%. Die 
Versuche sind mit den Réhren auf Innendruck und Mantelzug, -druck oder -torsion 
durchgefiihrt, wobei nahezu genau der ebene Spannungszustand erreicht wird. Die 
Verfasser zeigen, da eine einheitliche Hiillkurve fiir alle Versuchsergebnisse nicht 
moglich ist. In diesem Beitrag wird gezeigt, wie die verschiedenen Saree ee 
zu verwerten und verschiedene Hillkurven zu zeichnen sind. 


Die zahlreichen theoretischen Ansatze in der Literatur, die den EinfluB der 


mittleren Hauptnormalspannung beriicksichtigt haben, werden in der Einleitung 


nicht aufgezahlt, sondern in der Abhandlung fallweise erwahnt werden. 


STA: Die Aufgabe der Untersuchung des ine 

ONS flusses der mittleren Hauptnormalspannung 

_ A +0; o, ware es, nicht nur diesen theoretisch 

“\ \ | festzustellen, sondern vielmehr die Ur- 
aa’ Z sachen - dieses Einflusses zu_ erforschen. 
= LEB Kinige Ergebnisse dieser Untersuchung sind: 
ZG die Méglichkeit, den Begriff ,, Belastungsart* 

: A mathematisch auszudriicken sowie iiber die 


Form der Grenzflache im KS (05, 6, 0;) 
(KS = Koordinatensystem) aus der Form 
der Hiillkurve Schliisse ziehen zu k6nnen. 
Weiterhin ware hervorzuheben, da sich je 
eine Hiillkurve entsprechend der _ ,,Be- 
lastungsart“* ergibt. 


03 


Wir setzen voraus, daB das Material 
homogen und isotrop ist. Mit g, y, @ werden 
die Winkel zwischen der Normalspannung 
o in der Gleitflache und den Hauptnormal- 
spannungen oj, o, und o, bezeichnet. Der ,,mittlere“ Winkel y sei gleich 2/2. Fiir 
die Hauptnormalspannungen gelten die Verhaltnisse . 

_ 1 
Op og. ©) 


Die Forderung o, > 63 (nicht o, = 03, wie dies in der Literatur zu finden ist) liefert 
im Scheitel der Hiillkurve im KS (oc, t) immer einen Kriimmungskreis, womit wir 
mit Leon’ tibereinstimmen. o, = 0, kommt in der Bruchtheorie nur einmal vor, namlich 
bei allseitig gleichem Zug im Raume o,,4. Diese Spannungsverhaltnisse Gl. (1) be- 
grenzen im KS (03, 6, o,) einen Raum, der in Abb. 1 von der negativen Achse (— 03). 


und (—o,) aus gesehen ist. Hine ahnliche Abbildung findet man bei pag gets und 
Prager™ (8S. 315, Abb. 4). 


Za 


Abb. 1. 


mit den weiteren Beziehungen Oy > 02 > O3 


2 = 93, Og S04, 


®° M. Ro&S und A. Eichinger: Versuche zur Klarung der Frage der Bruchgefahr, Diskussions- 


: Verhandlungen 
des 2. intern. Kongresses fiir Techn. Mechanik, 8. 315. Zurich. 1926. 


0 W. Lode: Z. angew. Math. Mech. 5, 142 (1925); Z. Physik 86, 913 (1926); Forsch.-Arb. 
Ing.-Wes. H. 303 (1928). 


u H. Geiringer und W. Prager: Mechanik isotroper Kérper im plastischen Zustand. Ergebn. 
exakt. Naturwiss. 13, 311 (1933). 


Die alle einer (etic ae oa arama liegencdlen Seen Oi, SOan Os 
~ bilden im KS (6s dg, 0,) eine Grenzfliche ee 


a fF (63, O92, o,) = Sate, Oe (2) 
.  N Adait® (S. 36) nennt sie die »BhieBgrenzflache* , wenn er an die dehnbaren Stoffe 


denkt und. ,,Zerrei®grenzflache“, wenn es sich hauptsichlich um sprode Stoffe (mit 
Trennbruch) handelt. Im Abschnitt VI wird gezeigt, daB die Aufteilung in diese zwei 
groBen Gruppen auch mathematisch berechtigt ist, jedoch nur dann, wenn die ein- 
achsige Zugbeanspruchung einen Gleit- oder Trennbruch liefern mu8. Da anderseits jeder 
Stoff eine andere Grenzfunktion Gl. (2) befriedigt, nennen wir sie nach Schleicher 
allgemein die Grenzflache. Sie soll in jedem Punkt m (05, o», o,) eindeutig, endlich 
und stetig sein; sie mu8 iiberall mindestens stetige erste Ableitungen 00,/@0,; und 
20,/00, haben. 


II. Der Spannungszustand. 


Die durch ihre plamentane Wirkungsflache df dividierte Kraft d& heiBt bezogene 
Spannung oder einfach Spannung und wird mit p bezeichnet. 

Wir nehmen aus einem im Gleichgewicht  befind- ad 
lichen Korper einen Punkt P heraus, in welchem der Tignes 
Ursprung eines beliebigen KS = (as 4; 2) angenommen _ : 
sei (Abb. 2). 1 sei die Normale der Flache d/, in welcher 
der Punkt P liegt und schlieBe mit den Achsen 2, y, z 
die Winkel ¢, y, @ ein. Sind die auf die Koordinaten- 
ebenen bezogenen Komponenten der auf die Flache dj 
wirkenden Spannung p mit j;, );, p¢ bezeichnet, dann 
ergibt sich aus dem Gleichgewicht der Krafte die 
Spannung p (nach der Kirzung durch df): 

b = pj cos ym + pj; cos yp + pecos B. (3) 
Der Spannungszustand in der Umgebung eines Punktes Abb. 2. 
P ist bekannt, wenn man fiir beliebige Richtung des_ - 
Flachenelementes df stets die Spannung ) nach GroBe, Richtung ‘und Sinn angeben 


kann. 
Der Einsvektor! der Normalen ist mit 


n =icosgm +jcosy + fcos B (4) 
zu nehmen, wenn i, j, f die Einsvektoren auf den Achsen a, y, z sind. Ae Spannungs- 
dyade nennen wir nach Lagally” die GroBe 

f=tpi + 1p + Epe. (5) 
Die Produkte der Vektoren ip; usw. sind sog. ,,unbestimmte“ Produkte, die nur 
symbolische Bedeutung besitzen und die erst durch das skalare Produkt mit dem 
Einsvektor der Normalen Gl. (4) einen Sinn erhalten. Da in den unbestimmten Pro- 
dukten je zwei Vektoren auftreten, heiBen sie dyadische Produkte. In Gl. (5) ist 
(siehe auch Abb. 2) 


Pi =to, +] te, +E Tee 
rete yet Poy ae lye (5a) 
Pita hte + to, 

122 A. Nadai: Der bildsame Zustand der Werkstoffe. Springer-Verlag. 1927. 


13 F, Schleicher: Z. angew. Math. Mech. 6, 199 (1926). 
14 Diese Benennung findet man bei A. Duschek und A. H oehratre®, tdeneatauks I, 


Springer-Verlag 1946. 
15 M. Lagally: Vorlesungen tiber Vektor-Rechnurig. Akad. Verlagsges. 1934. 


a mohwnens wobei — on Bites _ Spannul 8 n te 
Abb. 2 sind. — Be Deo iila i ok 5 * Git, 
Die Spannungsdyade { soll, bezogen auf drei inane senlaeolite Einsvektoren 


i, j, £ (ein Dreibein), nach Gl. (5) und (5a) in der Form 


P=11og +44o5 eee he (6) 


angesetzt werden.. 


Durch das skalaré Produkt des Einsvektors der Normalen Gl. (4) und der Spaunaaee 3 


dyade Gl. (5) ergibt sich die. auf ein beliebig gerichtetes Flachenelement bee Sm 
Spannung ate 

pans, (7) 
‘wobei das skalare Produkt mit. bezeichnet ist. Der Spannungszustand ) wird 
demnach durch eine lineare Vektorfunktion ausgedriickt. Geometrisch kann 
man die in Gl. (7) vorkommende Dyade { als Operator auffassen, der die affine 


-Abbildung des Raumes n auf den Raum p vermittelt. 


Durch den Flachensatz kann man beweisen, da der Vektor {, der Spannungs- 
dyade j (mit x ist das Vektorprodukt der Faktoren von { bezeichnet): . 


[x= i XPT eX Ex Pes 0 | (8) 
symmetrisch ist. Aus Gl. (8) und (5a) ergibt sich die Gleichheit der zugeordneten 
Schubspannungskomponenten in zueinander senkrechten Schnitten: 

Tay = Tye Tye Tey Ten = Toe (9) 


Die Schubspannungskomponenten verschwinden fir drei ausgezeichnete Richtungen 
der Normalspannungen, die Hauptnormalspannungen heifen und mit oj, d2, o3 be- 


zeichnet sind. Die GréBenverhaltnisse dieser Spannungen sind in Gl. (1) festgelegt. 


Die Spannung p soll jetzt in Komponenten in Richtung der drei Koordinaten- 
achsen wie folgt zerlegt werden (s. Abb. 2): 


p=ip,t+jp,t+tp.. (10) 


Die GroBe dieser Komponenten erhalt man aus Gl. (4) und (6) bzw. aus Gl. (7 ) zu: 
| ks an 1 = 0, COSY + Try COSY + Tez COS B, 
Py =u‘ fj =Tt,, cos p + 0, cosy + Ty, cos B, (11) 
p, =n: j-f£=1,,cosp + 7,4 cos y.4 a, cos #. ‘ 
Fallt die Spannung § (Abb. 2) in die Richtung der eee it, SO lauten die Kompo- 
nenten der Spannung p (hier ist p= und |p| =o) ~ 


Pe = OCOSY, Py =—CCOSY, ~p, = GCOS a, (lla) 
Weiter ist 2 : 


cos? p + cos? y + cos* p) sa}. (11b) 


Setzen wir Gl. (lla) in Gl. (11), so bekommt man daraus und aus Gl. (11b) eine 


kubische Gleichung fiir die Berechnung der Hauptnormalspannungen oj, 63, 03: 
o? — J,e+J,0—JdJ, =0, 
mit den Invarianten: J, =0,+06,+4,, 
eas 2 
Sg = Oy Oy — Tey? + Oy 0, — Ty, + 6, Og — 
Jg = Op 0y GO, +2 Tay Tye Tee Og tye — Oo PAST wae Pee 


Die Invariante J, ergibt sich auch aus dem skalaren Produkt der Faktoren der 
Dyade j{ zu: sper pi+j-pjp+t.pe=o,+0,+ 03. Aus Gl. (12) kann man die 
Hauptnormalspannungen berechnen, wenn die Spannungskomponenten gegeben sind. 


2 
Tz a9 


| 


(12) 


aL dc: (Di men gatl — te  ae Vebe ee 


ee ee ee 


-Verschwinden der Schubspannungskomponenten aus Gl, (11) 


wobei mit ©, Yo, % die Lage der Normalen n gegen die Hauptachsen gegeben ist 


ee ee ee ee ee one Of 
” on {oa 3 } 
nee c 


é ck cungen des Spannungszustandes erhalt man nach dem 


Pi = 9%, COSY, PP, = 02008 Yo, Pz = 03 C08 Dy, (11c) 

Da das KS (x, y, z) in das KS (0,, 65, 63) tibergegangen ist, so ist nach GI. (11): p, = Be ; 

Py = Px Pz = Ps Zu nehmen. ; 
Den Spannungsvektor » kann man in eine zur Richtung n gehérige Normalspan- eae 


nung § und in die im Flachenelement df liegende Schubspannung t (Abb. 2) zerlegen ; é 
demnach ist p= $+ t+: Der Betrag o des Normalspannungsvektors % ergibt sich ~ Se ee 
aus Gl. (3) und (4) bzw. (7) zu eee 
=p n=n- fen = 0, cos? gy +o, COS? py + Gs COS? Dp, (13). a 
wobei t- pj = 04, {* pj = oy, E+ pe =o ist. Aus Gl. (1lc) ergibt sich der Betrag p — “S 
des Spannungsvektors p zu Se = 
Pp? = pi + pe + ps? = 0,7 cos? py + a,? cos? wy + a5? cos? J, (14) 


und aus 1? = p? — o? erhalt man aus Gl. (14) und (13) den Betrag + des Spannungs- = s 
vektors t zu se . ae 
7 == (6, = Oy)” COS? Pp COS? Yo + (72 — G3)? COS? po cos? By + (63 — 01)? cos? By Cos? Vp. (15) ee 

Aus Gl. (11b), (13) und (15)-kann man die Richtung:- yr. came 
kosinuse der Normalen- berechnen (vgl.!*) zu 


ee 
es 2 SG) (eG) ee 
Boe Yo (5, — 93) (¢;— 4) -? ee : ie 
Rt, Fe a 6a) (Oy) 
ne (2 — G3) (G2 — 94) a en) 
ee ae SS Ce A Gy) PCR 
ees (03 a 91) (3 — 92) es eee ea a = 
Wenn wir nach Mohi! im KS (c, t) (s. Abb.3) dieSpan- ce ‘ : 
nungskreise mit den Durchmessern (o, — 6), (¢; — o3) und Ps << 
(o, — 3) zeichnen und die Winkel go, yo, % wie in Abb. 3 auftragen, so laBt sich es 
leicht beweisen, da die Koordinaten o und t+ des Punktes M, der mit den konzen- ae 
trischen Kreisen nach Abb. 3 erhalten wird, mit den Ausdriickéen o und 1 in Gl. (13) a 


und (15) tibereinstimmen. Da die Richtungskosinusse nach Gl. (16) nur reelle Werte 3 
annehmen kénnen, so folgt, da alle Punkte M (oc, t) im Gebiet zwischen den drei ee 
Kreisen liegen mitissen (vgl.1). Eee a : 52 

Fallt der Punkt WM z. B. auf den Kreis tiber (o, — 03), so érhalt man (s. Abb. 3) ee 
yg + @ =a2/2 und dann nach Gl. (11b) py = 2/2, wodurch der Zahler der Gl. (16b) aa 
zu Null wird: se 
| | a + (t — 05) ( — 0) =0. (1) 
Gl. (17) ist namlich die Gleichung des Kreises tiber (0, — 93). Ahnliches gilt, wenn 


der Punkt WM auf einen der zwei anderen Kreise fallt. Diese Ableitungen brauchen = = 


wir fiir den Abschnitt IV. 


III. Mathematischer Ausdruck fiir die ,,Belastungsart“. = Ge 

Mit dem Ausdruck ,,Belastungsart‘‘ meint Fromm!’ alle Belastungen eines iso- > 
tropen Stoffes, die im KS (a3, o2, o,) einen durch den Koordinatenursprung gehenden 
Strahl bilden. Kaérmadn® nennt die schon erwahnten Druck- und Zugversuche die 


16 Handbuch der Physik, Bd..VI; Aufsatz von E. Trefftz: Mathematische Elastizitatstheorie, : 
S. 47. Springer-Verlag. 1928. —S 

17 Handbuch der Physikalischen und Technischen Mechanik, Bd.IV/1; Aufsatz von se 
H. Fromm: Grenzeri des elastischen Verhaltens beanspruchter Stoffe, S. 359. A. Barth. 1931. 


,Arten des Spareunssrndendes: ; im KS. vie Oy, 6,) stellen diese zwe 
Ebenen o, = o, und o, = 0; dar, was mit der Forderung Fromms LEP pene 
Den Begriff ,,Belastungsart“ findét man sehr oft in der Literatur erwahnt: Ro’ und 
Eichinger? beziehen sich auf die ,,Beanspruchung gleicher Art“ und sie stimmen 
in der mathematischen Formulierung derselben mit Karman® tiberein; Lode’ ver- 
wendet den Ausdruck ,,Beanspruchungsart‘“‘ ohne mit Karman® tibereinzustimmen,; 
Leon?® versucht, mit einer Hiillparabel die verschiedenen ,,Beanspruchungsarten™ 
zu umfassen. Die einfachen Belastungsarten sind: Zug, Druck, Verdrehung und 
Abscheren. Von einer’ Belastungsart im verallgemeinerten Sinne kann man dann 
sprechen, wenn eine einfache beaut unter allseitig gleichem Druck durch- 
gefiihrt wird. : 

Im folgenden wird der Begriff 2 Relassanneae mathematisch ausgedrtickt und es 
wird versucht, ihn der Anwendung zuginglich zu machen. Wir nehmen an, daf sich 
die Hauptnormalspannungen 0;, 02, 0; untereinander pro - 
portional andern, wahrend Fromm” die Anderung dieser 
Spannungen noch gegeniiber dem Koordinatenursprung 
proportional annimmt. Bei Leon (Merkblatt M 909, 1933 
T. H. Gtaz) findet man folgende mit unserer Annahme besser 
tibereinstimmende Definition: Die Art des Spannungszu- 
standes ist durch das Verhaltnis der drei Hauptnormal- 
spannungen gekennzeichnet. Den mathematischen Aus- 

druck erreichen wir wie folgt: im KS (o, 7) ist der 
Durchmesser (c,— 03) des Spannungskreises in B Teile (s. Abb. 4), (o,—o 3) in 
A Teile und (co, —o,) in C Teile geteilt. Daraus folgt 

DD, ea Se (18a) 


t 


und es 
O1—%, _0,—0,; _ 0,—0 

. =- Toe ea a | (18b) 

Aus Gl. (18a) und (18b) erhalt man die mittlere Hauptnormalspannung als lineare 


Funktion der anderen beiden Spannungen zu 


Ao,+ Co, 
A+CO ° 


oO, = (18c) 


Um Gl. (18¢) im KS (03, o,, o,) deuten zu kénnen, nehmen wir den analytischen 
Ausdruck fiir die durch die Gerade o, = 0, = 0, gehende Ebene 


AG Le Bast CO ges 0 mit A+ B+C=0. (18d) 
Mit « = A/(A + C) und B = C/(A + C) ergibt sich aus Gl. (18d) 
0.=o«00,+ foe, mit «+f=—1. ; (18) 


Da Gl. (18) mit Gl. (18c) identisch ist, so enthalt Gl. (18) den mathematischen 
Ausdruck fiir die Belastungsart, welchen wir, nach einem dem Verfasser von Herrn 
Professor Dr. Ing. O. Fréhlich mitgeteilten Vorschlag, die Belastungscharakteristik 
nennen wollen, Sie stellt die Nebenbedingung der Grenzflache Gl. (2) dar. Hier ist der 
Ansatz von Fromm?’ soweit verallgemeinert, daf die Belastungsart nicht mit einem 
Strahl, sondern mit einer Ebene nach Gl. (18) definiert wird. Vielmehr kann man ~ 
die Annahme Fromms nur in der Theorie des Erddruckes verwenden, da sie schlieBlich 
die durch den Koordinatenursprung des KS (¢, t) gehende Hiillgerade liefert. 

Fir die spater abgeleiteten Beziehungen zwischen der Grenzflache Gl. (2) und 
Hiillkurve Gl. (24) sind noch die folgenden Eigenschaften hervorzuheben: a) Ist 


18 A. Leon: GieBerei 20, 434 (1933). 


< aS 
. : = ‘ 4 _ 
oa 5 in J . 
x at yh ers re et r 


01 = 0) = 05, so fallt die Hiillkurve + = 7 (c) mit der o-Achse zusammen, da nach 
Gl. (15) t = 0 wird. Wir bekommen dann die Identitat _ 


; 6==6; = 0, = 6; (19) 
zwischen der o-Achse und der Geraden o, = o, = o3 im KS (3, 04, 0;). Gl. (19) er- 
gibt sich auch aus Gl. (13) mit Gl. (i1b). — b) Mit o, > o, > 0, wird die Ebene 
(o, rt) gemafs der Anderung von o, einem Biischel von Ebenen Gl. (18) entsprechen. 
_ Die Belastungsarten von Karman:® o, = o, und o, = 0, erhalt man aus Gl. (18) 
; mit « = 1, 8 =0 bzw. « = 0, B =1; sie bedeuten in Abb. 1 die Abgrenzung der 
Giltigkeitsbereiche. Damit hat Kaérmaén® nur zwei Sonderfalle der Belastungs- 
charakteristik Gl. (18) behandelt. 

Anders ist es bei Lode,!° der einer allgemeinen Formulierung der Belastungsart 
am nachsten stand. Er hat den, Ausdruck 


- (1 + pw) o,— 20, + (l— yp) o, = 0 

j aufgestellt, also eine Ebene, die der Bedingung Gl. (18d): 4+ B+C=0 

-- genitigt. Aber die Spannungszustinde mit gleichem mu nimmt er nicht als eine 
und dieselbe Belastungsart: fiir den Fall «7 = + 1 berechnete er zwei Belastungsarten, 
ebenso fiir ~ =—1. Damit hat er, im Gegensatz zu Karman,* den allgemein giiltigen 
Ausdruck fiir die Belastungsart aufgestellt, aber in der Anwendung (ebenso in der 
allgemeinen Ableitung und Definition) erfiillte er nicht die hier aufgestellten 
Forderungen. 

Mises?® hat die Grenzfliche im KS (7, 72, t;), die die Kugelform hat, berechnet; 
hier sind t, = (¢,—03)/2, t, = (03 — 0;)/2, ts; = (0, — o,)/2 die Hauptschubspan- 
nungen. Die von ihm aufgestellte Nebenbedingung t,'+ tT, + 7; = 0 verschwindet 
im KS (a3, o:, o,) identisch. 

Gewisse, der mit Gl. (18) aufgestellten Belastungsarten kénnen nach einer darin 
enthaltenen einfachen Beanspruchung genannt werden. Neben schon erwahnten 
Zug- und Druckbeanspruchungen, die in sich den einachsigen Zug- und Druckbean- 

_ spruchung enthalten, kann man z. B. noch im Fall « = 6 = 1/2 nach Gl. (18) von 
,, Verdrehungsbeanspruchungen* sprechen, da er in sich die einfache Beanspruchung 
auf Verdrehung enthalt. ~ . é ‘ 


ee Se sbi 


IV. Die Spannungen in der Gleitebene nach der Naherung y = 27/2. 


Die Normal- und Schubspannung in der Gleitebene nach Gl. (13) und (15) lauten 
mit Gl. (18) (statt @) usw. wird weiterhin einfach p usw. geschrieben) 
- ¢ =a, (cos? y + « cos? y) + 65 (cos? & + B cos? y), (20a) 
.t = + (0, — 9,4) | (62 cos? y + x? cos? &) cos? y + cos? y cos? 8, « + B = 1. (20b) 
~AuBerdem wird die Grenzflache Gl. (2) eine Funktion des Parameters « sein: 
P(e 078), = .0,° OWS SS Eo. (21) 
Gl. (21) sei zum Unterschied von der Grenzflache die Grenzkurve genannt. Sie 
stellt im KS (03, o,) eine Schar ebener vom Parameter « abhangiger Kurven dar. 
Eine von diesen, fiir « == 0 (Zugversuche), ist in Abb. 5 schematisch gezeichnet. 
Die Lange OC gibt den einachsigen Zugversuch (a, = 0; = 0, 0, = + 4,), die Lange OB 
den Umschlingungsdruckversuch (o, = 0, 0. = 0, = — 6,,,), der zu dieser Belastungs- 
art gehdrt. Im Punkte A (max o;, maxo,) erreicht die Grenzkurve Gl. (21) das 
Maximum (dF/do, = 0). Aus der schematisch gezeichneten Abb. 5 ist die Hillkurve 
in Abb. 6 durch das Abnehmen der Spannungen o; und o, konstruiert. Die Punkte A, 
B, C, M sind in beiden Abbildungen nach den gegenseitigen Beziehungen aufgetragen. 


19 R. v. Mises: Nachr. Ges. Wiss. Géttingen*H. 4, 582 (1913). 
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_ sind hier mathematisch naher ausgefiihrt. Nach Goursat®! oder Madelung erhalt 


+ tg? gy), sin? p = te? p/(1 + tg? p) erhalt man aus Gl. (20a) und (20b) die Spannungen — . ’ : 
in der Gleitebene ra ee | 


a ee ees eh ae 22a, b) 
CS oT rage 2 keg ee (22a, b) q 
wobei nur noch die GréBe tg g zu berechnen ware. Der Einfiu8 der mittleren Haupt- a j 
normalspannung o,, der hier durch die Wahl des Parameters « zum Ausdruck kommt, | | 
ist in Gl. (22a) und (22b) inder GréBe tg p : 
0} >03! ng oX ¥ enthalten, wie nachstehend gezeigt wird. : : 
A 90%=06N Gl. (17) ist die Gleichung des Kreises 1 
We | N fs 
wort | XX 4 
Le Ss = NN : 
ANE _* 8) LEN Se | 4 
Og" . Ga Se : SS 
\ NEN 4 
NW 
SG . 
/ ; 
2 ; 
ye 2 
# = : 
Abb. 5. 


im Punkt M (Abb. 6) fiir den Fall y = 2/2, die wir in folgender Form schreiben : 
wollen (aequatio directrix): : td i 
re W=c? + 7 —o (a, + 63) + 0,: 03 = 0. (23) 4 

Die nachstehenden Ableitungen, die der Verfasser*® schon durchgefiihrt hat, , 


man die Bedingung fiir die Beriithrungstransformation der Grenzkurve Gl. (21) 4 
in der Hiillkurve 27 : a ; 
t= (¢) ; (24) ; 
aller Spannungskreise Gl. (23) zu : , 
. ow OW ee ow OW ae ; 

= io, fi =o) ee ee (25a, b) 


wobei mit o,’ = do,/do, und t’ = dt/do bezeichnet ist. Aus Gl. (23) und (25a, b) ea 
bekommt man die Normal- und Schubspannung in der Gleitebene ~s 


ah 0r 5 Oa tie oS ey Caters | 
OS ae gah sane cart Vo (26a, b) 
und die Ableitung 
tan 1—o, ee Bt 
ci 2 Va,’ (27) vi 


#0 ©. Torre: Osterr. Ing.-Arch. 1, 36 (1946). ae i < 

71 E. Goursat: Cours d’analyse mathématique, Tome I, 2. édition, S. 140ff. Gauthier- — 
Villars. 1910. — Deutsch von J. M. Schwarz: Lehrbuch der Analysis, S. 126. Veit-Verlag. 1914. 

* EK. Madelung: Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers, 3. Aufl., 8. 104. Springer- 
Verlag. 1936. — Eingehend siehe bei Sophus Lie: Geometrie der Berithrungstransformationen. 
Dargestellt von S. Lie und G. Scheffers. Bd. I. Verlag Teubner. 1896. ‘e 


a ebiger oon KU. wy (Abb. 6) vas. = tg roy = bet = a 9 — l/tg 29, 
oder nach Gl. (27) - f ss a 9] [ie = 
tg2p=t Phos bzw. tgy=+/a,'. (27a, b) 


Gl. (27a) und (27b) bekommt man auch aus dem Koeffizientenvergleich der Gl. (26a) 


und (26b) mit Gl. (22a) und (22b). Da die Schubspannung 7 nach Gl. (26b) nur 


die reellen Werte annehmen kann, so mu8 in Gl. (27b) o,' = 0 sein. Nach Abb. 5 


_ergibt sich tg? = tg 6. 


Die notwendige und hinreichende Bedingung f iir die Bertihrun estransforma- 


E-t bEOn: 


do,’ \ do 004 004 005 doy 
ist mit Gl. (26a) und (26b) erfiillt. 

— Gi. (26a) und (26b) sind zur Berechnung der Spannungen o und 7 in der Gleit- 
ebene geeignet, wenn die Funktion o, = o, (a3), d. h. die Grenzkurve Gl. (21) ge- 
geben ist. Das umgekehrte Problem ware es, die Hauptnormalspannungen zu _ be- 
rechnen, wenn die Hiillkurve Gl. (24) gegeben ist. Die Loésung ergibt sich aus 


é é é 
o ( T 4 T oy’) = = ( odo a oo o;'} 


Gl. (26a), (26b) und (27) (mit tr’ > 0) zu 


SoS et ce +)? + (72. pe (28a, b) 
Diese Gleichungen hat Verfasser®® schon auf anderem Wege erhalten. 
Der Kriimmungshalbmesser der Hiillkurve lautet 


: ; o,—o iL é - 

ete ee (280) 
Da der Kriimmungshalbmesser eine wesentlich positive GréBe ist und hier allgemein 
gréBer als der Halbmesser des Spannungskreises iiber (o,—o3) sein muB (auBer im 
Scheitel der Hiillkurve, wo o,/=0 gilt), so miissen die beiden Glieder der Gl. (28c) 


_ positiv sein. Wegen o, > 0; [vgl. Gl. (1)] ist das erste Glied immer positiv. Im zweiten 


Glied fiir die reelle Hiillkurve gilt: o,’20. Um das zweite Glied positiv zu erhalten, 
mu8 die zweite Ableitung o,'’< 0 sein. Dieses Ergebnis ist fiir unsere Kenntnisse tiber 


die Form der Grenzkurve Gl. (21) [bzw. der Grenzflache Gl. (2)] sehr wichtig, da es 
besagt, da8 es im ganzen Gebiet o,> 0, bis zum Punkt o,=— 03, s..Abb. 5, wo aber 
die Hiillkurve wegen o,'<0 imaginar und ihr Kriimmungshalbmesser Gl (28¢) kleiner 
als der Halbmesser des Spannungskreises wird, keinen Wendepunkt geben kann 
und da8B die Grenzkurve in diesem Gebiet ihre konkave Seite der Geraden o, =o; 
standig zuwenden mu8, wie die Hiillkurve ihre konkave Seite standig der o-Achse 
zukehrt. 

Die Zuordnung der Grenzkurve zur Hiillkurve ist mit Gl. (26a) und (26)), die 
umgekehrte Zuordnung mit Gl. (28a) und (28b) gegeben. Das Zuordnungsgesetz 
ergibt sich aus Gl. (27b) zu tg? y = o,’. Aus dieser Gl. (27b) bekommt man die untere 


Grenze des Giiltigkeitsbereiches mit o,’ = 0; die obere Grenze ist aus den Versuchen 


mit o,’ < + 1 festgestellt (nach Kérman5 und Mohr’ soll die Hiillkurve zwei zur o-Achse 
parallele Gerade haben). Damit ist ein analytischer Beweis fiir die Verwandtschaft 


beider Grenzbedingungen erbracht. 
Den exakten, weitertragenden Beweis dieser Zuordnung bekommt man mit Hilfe 


der zyklographischen Abbildung.® Es sei hier auf die Arbeiten von Miiller* 


= Diese geometrische Beweisfahrung verdanke ich Herrn Professor Dr. W. Wunderlich. 
24 E. Miller: Vorlesungen tiber Darstellende Geometrie, Bd. Il: Die Zyklographie. Heraus- 
gegeben von J. L. Krames. F. Deuticke. 1929. — Siehe besonders VI. Kapitel: Zyklographische 


Abbildung von Kurven, 8. 245. 


hingewiesen, dessen Ausfiihrungen sich fiir unsere Untersuch 
wenden lassen. 
Die Grenzkurve Gl. (21) wird zuerst im KS (p,,, max 7) mit 
1 1 
Pn =o (0, +03), max t = = (0, — 95) 


transformiert, wobei p,, die mittlere Belastung und max t die Hauptschubspannung 


iiber. Damit ist die Grenzkurve Gl. (21) um 45° gedreht und um 1 V2 verkleinert. 
: : : ; ; o, —1 : < 
Bezeichnen wir mit max t’ =dmaxt/dp,, so ist max t’ = Pig Die einer 
1 


reellen Hiillkurve entsprechenden Gren- 
zen sind fiir Gl. (21a) (aus0 So,’ S +1) 
mit 0 = max t’ =— 1 gegeben. | 


Abb. 7a. Abb. 7b. 


In Abb. 7a steht die Ordinate max t senkrecht zur Ebene (oc, t) und die Abszisse p,, 
fallt mit o zusammen. Einem Punkt M in der Ebene (p,,, max t) (allgemein: im 
Raume) ist ein orientierter Kreis (ein Zykel) in der Ebene (c, t) zugeordnet dadurch, 
daB man einen Kegel I’ mit dem Offnungswinkel von 90°, dessen Spitze im Punkt M 


ist, zum Schnitt mit der Ebene (c, 1) bringt. M’ ist die senkrechte Projektion von M - 


auf die Ebene (oc, t). Der Mohrsche Spannungskreis ist also das zyklographische Bild 


des zugehérigen Punktes M; die Hiillkurve aller Kreise Gl. (23) ist dann das zyklo- — 


graphische Bild der Kurve Gl. (21a). Sie ist die Spurkurve der durch die Kurve 
Gl. (21a) legbaren Béschungsflache (Torse) ® von 45° Steigung (s. Abb. 7a). 

Die Tangente ¢ im Punkt M bildet sich zykiographisch auf das aus ihrem Spur- 
punkt N an den Bildzykel von M legbare Tangentenpaar ¢, und ¢, ab (s. Abb. 7a und 7b). 
Die Beriihrungspunkte M,, M, mit dem Kreise sind auch die Beriihrungspunkte 
mit der Hiillkurve. Auf diese Weise ist die Hiillkurve aus der Grenzkurve leicht 
graphisch zu ermitteln; Abb. 7b zeigt die Konstruktionsvorschrift. 

Wie man sieht, sind bereits allein durch Angabe der Tangente ¢ (ohne Kenntnis 
ihres Beriihrungspunktes) die entsprechenden Hiillkurventangenten ¢,, ¢, bestimmt. 
Es liegt mithin eine Strahltransformation zwischen den Ebenen (p,,, max T) 
und (a, t) vor, die in der Grenz- und Hiillkurve einander entsprechen. Die Strahlverwandt- 
schaft ist zweizweideutig, denn jeder Geraden ¢ werden zwei zur o-Achse symme- 
trische Bildgeraden ¢,, tg zugeordnet, und umgekehrt ist jede Gerade t, von (o, 7) 
zyklographisches Bild zweier zur p,,-Achse symmetrischer Geraden in (p,,, max T); 
sie ist ferner quadratisch, denn wenn sich ¢ um M dreht, so umhiillt ¢, den Bild- 
kreis von M. ic : 


3 
: 
3 
, 


2 ey 3 
vera ity A ean 
. 


Bin nung auf die Flie8- und Bruchgrenze. 327 
= Das aus Abb. 7b ablesbare Zuordnungsgesetz obs 2 p =—-tg 6 ist Aquivalent 
Gl. (27b). 


Nach Abb. 7b gilt folgender Satz: Die Subnormalen der Grenzkurve 


max t (p,,) und der Hiillkurve t(c) sind gleich gro&. Also AM’= MB 
bzw. 


max tT: max t’=T:7’, (I) 
wo max t’=d max t/dp,, ist. Dabei kann die Abszisse o nur eine Tangente der auf 
die Ebene (6, t) projizierten Raumkurve sein. Nach Gl. (I) und den Angaben in 
Abb. 7b bekommt man die Transformationsgleichungen fiir den Ubergang vom 
KS (p,, max Tt) in das KS (0, t) und umgekehrt zu . 
o=P,_,»—Maxt+maxt’, t?= max t?—(maxt~ maxt’)? (IT) 

. Pn = Ob toe, max? = 7c? (t+ 7')?, (IIT) 

Die schon durchgetiihrte Ermittlung der Grenzkurve Gl. (21) aus der Projektion 
des Schnittes der Grenzflache Gl. (2) mit der Belastungscharakteristik Gl. (18) auf die 
Ebene (o3, 0,) liefert oot Grenzkurven Gl. (21) gema der Anderung des Parameters « 
(0 Sa = +1). Aus den Gl. (26a) und (26b) bekommt man entsprechend Gl. (21), 
bzw. (21a) oo Hiillkurven. Da wir im Scheitel der Hiillkurve die Stetigkeit mit 
mindestens erster stetiger Ableitung. verlangen, so hat die Grenzkurve Gl. (21) und 
die Grenzflache Gl. (2) ihre Maximumstelle im Gebiet o,>0,> 0, (siehe Abb. I, 5 
und 6). In Abb. 5 hat die Grenzkurve von Maximumstelle A bis zur Geraden o, = 03: 
o', <0. Dieser Teil der Grenzkurze liefert die Spannungskreise, die sich in Abb. 6 
innerhalb des kleinsten Spannungskreises (der der Kriimmungskreis der Hiillkurve 
im Scheitelpunkt A ist) befinden. Sie stellen ebenso die Grenzzustande dar, obwohl sie 
mit der Hiillkurve nicht in Beriihrung stehen. Damit wird die versuchsmaBig 
oft gefundene Tatsache bestitigt, daB z.B. die zweiachsige Zugbeanspruchung 
kleiner ist, als die einachsige Zugbeanspruchung (siehe Abschnitt V, A und Abb. 9). 

Dann koénnen aus der Form der Hiillkurve die folgenden Eigenschaften tiber die 
Form der Grenzfliche festgestellt werden: 

1. Jeder Hiillkurve t = t(c) entspricht im KS (os, 02, o,) eine Raumkurve, die in 
der Ebene o, = «0, + Bo, (x + B = 1) liegt, wahrscheinlich symmetrisch zur Geraden 
0, = 0, =o; Verliuft und die nach dem Zuordnungsgesetz tg? » = o’, Ahnlichen Verlauf 
wie die Hiillkurve hat. Durch die Verbindung aller dieser Raumkurven wird die Grenz- 
fliche F (o3, 62, 0,) = 0 erhalten. ate 

- Diese Grenzflache diirfte sich also im Gebiete der groBen Driicke einem Zylinder 
mit der Achse o, = 0, = 03 asymtotisch nahern. Die Grenzfliche schneidet diese 
Achse winkelrecht und nur einmal: Bei festen Stoffen im positiven (o,,4), bei 
kohasionslosen, sandartigen Massen im negativen Bereich (¢,,). Die Grenzflache kann 
den Nullpunkt des KS (¢3,0,,0,) nicht enthalten, da dieser Punkt den unbelasteten 
Zustand und keinen. Grenzzustand bedeutet. Demnach mite man auch die durch 
den Ursprung des KS (¢,7) gehenden Hiillgeraden fiir kohesionslose Massen durch 
eine stetige und differenzierbare Hiillkurve ersetzen, die die o-Achse im Druck- 
bereich winkelrecht schneidet. Die Grenzflache ist (nach auBen) konvex, hat also 
keine Wendelinie. Sie erreicht in einem Punkt des Giiltigkeitsbereiches [(nach 
Gl. (1)] das Maximum: dieser Punkt fallt aus geometrischen Griinden in die Ebene 
o,=0, der Zugbeanspruchung; er diirfte sich im ersten Oktant oder auf der o,- 
Achse befinden, was wir aus dem im KS (03, 0,) aufgetragenen Versuchsergebnissen _ 
(vergl. etwa Abb. 15) vermuten. Die Grenzflache hat wahrscheinlich die Gerade 
0, = 0,=6, als Symmetrieachse, die aber keine Rotationsachse zu sein braucht. 

Unserer Meinung nach lieBe sich die Grenzflache versuchsmaBig voll- 
standig ermitteln. Man miiSte die Verdrehungsversuche unter allseitigem 


und 


drischen 
alarelteiiieca und die Y petidarhalli neg HG Nédai® (S291): ‘berechnen: ie 
= (0-dM/dd + 3M)/20a%, worina der Halbmesser des Zylinders, 0 Verdrehungs- 


winkel und M Verdrehungsmoment ist. Diese Gleichung scheint weitgehende ~ 
Giiltigkeit zu haben, sowohl fiir Winkel & > 5°, als auch, wenn die Verkiirzung der 


Zylindererzeugenden beriicksichtigt wird. Dies gilt nicht fiir Gl. (1) von Nadai® 
(S. 90), wo das Drehmoment M in Abhangigkeit von der spezifischen Schiebung y 
berechnet ist. Man miiSte noch eine Versuchsvorrichtung konstruieren, bei welcher 


die Reibungsstérungen kleiner werden als bei Béker.® Diese Versuche kénnte 
man aufer mit festen Stoffen (wie Gesteine und Metalle) auch mit erdartigen, 


bindigen oder kohesionslosen Massen durchfiihren. Wir erwarten namlich, daB sich 
der mit Sand ausgefiillte, allseitig auf Druck belastete Gummizylinder noch auf 
Verdrehung beanspruchen lassen wird. Aus der einmal ermittelten Grenzflache 
wird sich der EHinflu8 der mittleren Hauptnormalspannung aus der Belastungs- 


_charakteristik ergeben. Weiter konnte man die Abhangigkeit der Bruchform vom 


Spannungszustand. eingehend untersuchen und dadurch die Trennung der wahren 


Grenzkurve t= 1(o) (s. Abb. 14) von der Hiillkurve nach Mohr, die nur die 


Folge einer formellen Transformation der im KS (43, o,) dargestellten Grenzzustande 
ist, durchfiihren. Es wiirde sich ferner eine Méglichkeit der Untersuchung der 
nichteinhtllbaren Grenzspannungskreise ergeben. 

Entgegen der Meinung Mohrs! iiber die HinfluBlosigkeit der mittleren Hauptnormal- 
spannung o, wird hier behauptet: 

2. Es gibt im allgemeinsten Falle ebenso viel Hiillkurven, wie es Schnittkurven zwischen 
der Grenzflache F (c3, o.,0,) = 0 und Belastungscharakteristik o, = (o,— 03) « + o 
durch die Anderung des Parameters « (0<a<+1) gibt. 

Die Anwendungen dieser Ergebnisse werden in den nachsten ‘Abuolinittert er- 
folgen, wobei wir einige Naherungsansatze ftir die Grenzfliche Gl. (2) untersuchen werden. 


V. Naherungsansatze fiir die Grenzflaiche. 
Die Grenzflache wird zuerst in einem KS (43, Op, @,;) untersucht, in welchem die 
Hauptachsen der Grenzflache mit den Koordinatenachsen zusammenfallen. Fiir die 
Grenzflache erhalt man dadurch eine sehr einfache Gleichung (sog. Achsengleichung), 


an Hand welcher man leicht tiberpriifen kann, ob ihr Schnitt mit der Ebene Gl. (18) 


eine solche Kurve liefert, die der versuichamabig ermittelten Hiillkurve verwandt 
ist. Die zwei Hauptmerkmale der Hiillkurve sind: Sie ist erstens (nach Mohr?) im Be- 
reich der negativen o-Achse offen, und zweitens (nach Leon 8) schneidet sie die o-Achse 


unter 90°. Dann wird die Hauptachse der Grenzflache, die mit der ¢,-Achse identisch 
ist, in die Gerade Gl. (19) (o, = o, =o) tiberfiihrt. Die Transformationsmatrix 


der Richtungskosinusse lautet 


03 O2 O71 
= 1 Bl: 
03 = V2 0 fo ae. 
1 2 1 (29a) 


oder 


; 


3 si a 


ee ee) Se ee 


wT; 


Grenzflachen zweiter Ordnung., 


7 Wir untersuchen hier nur das Rotationsparaboloid; das elliptische Paraboloid 
werden wir im Abschnitt VI behandeln. 


Die Gleichung des Rotationsparaboloides im KS (Gy, 6, 6;), d. h. in der | 


infachs : : z 
einfachsten Form, lautet Berg MES Qe (30a) 
wobei a/2 der Parameter der Hauptschnittparabeln ist. Die Achse o, ist die Haupt- 
achse des Paraboloides, das sich nur im Bereich 6, < 0 erstreckt und dessen Scheitel 
im Nullpunkt liegt. Gl. (30a) entspriclit einer Darstellung der Grenzflache nach 
Geiringer und Prager" (§. 316) in der Ebene (65, ;) des Spannungsdeviators und 


_ der senkrecht dazu stehenden Koordinaten des Kugeldeviators, die parallel zur 6, 


sind. Die Belastungscharakteristik ist eine durch die o,-Achse gehende Ebene, deren 
Schnittspuren mit der Ebene (63, 6.) stellen ein dem Ursprung des K S (63, 62) ent- 
haltendes Strahlenbiischel dar. Die Hauptschubspannungstheorie liefert nach Geiringer 
und Prager" eine zur Ebene (3, o,) des Spannungsdeviators senkrechte Ebene 
(Grenzflache), deren Spur in. der Ebene des Spannungsdeviators eine Gerade ist, 
wahrend sie hier eine in der Ebene der Belastungscharakteristik liegende Gerade 
liefert, die senkrecht zur Ebene des Spannungseviators steht (siehe eingehender 
in diesem Abschnitt unter a). Nach einer Verschiebung ¢,=¢,—e und der Trans- 
formation nach Gl. (29) ergibt sich aus Gl. (30a) nach leichter Umformung 


(¢,-— 6," + (¢;— @3)? + (63 —6;)? + @ /3 (0, + 2 + 063) = a3 = 3. (30b) 


Die Bedingungen fiir die Berechnung der Konstanten a und e bekommt man, wenn 


wir die einachsige Druck- (o, = o, = 0, o; = —o,) und Zugbeanspruchung (co, = 

=o; = 0, 0, = + ¢,) in GI. (30b) einfithren; dann erhalt man . 
202%—a)3 -o,=a/3 -eV3, (31a, 

und» 2o2 +a73 -o, =a73 -ef3, eng Ee) 


woraus folgt: 
ay 3 = 2(c,—9,) = 2(e—l)o,, a3 -¢ 1/3 =20,0,=2c67,.. (32a; b) 


wobei nach Leon® mit c =o,/o, das Verhaltnis zwischen der einachsigen Druck- 


und Zugfestigkeit, bzw. zwischen der Quetsch- (Flie8spannung bei Druckversuch) 
und Streckgrenze (FlieBspannung bei Zugversuch) bezeichnet wird. Die Gleichung 
der Grenzflache (30b) lautet mit Gl. (32a) und (32b) 


(a, — 62)? + (2 — O53)? + (63 — 9,)? + 2 (c — 1) o, (0, + og + 63) = 2€0, 


mit der Belastungscharakteristik: (30¢) 


Gp 0 7; 1 04; a+p=l. 
Gl. (30c) kann man in der Form schreiben: 
(6, — 95)? (l1— « B) + (c—1)o, [o, (1 + x) +o3(1+6)] =co”, «+B =1. (30) 
Mit der Anderung des Parameters « ergibt sich aus Gl. (30) im KS (3, 0,) eine 


Schar von Grenzkurven. Differenziert man Gl. (30) nach Parameter a, so bekommt 
man eine Einhiillende aller dieser Grenzkurven, die wir mit max F' bezeichnen wollen. 


Aus der Differentiation nach « folgt aus Gl. (30) 


max & = ss (2 — a) (33a) 


Opa Os 


und aus Ql. (33a) und (30) bekommt man die Gleichung der EKinhiillenden 


max F = (0, —o,)? + 2(¢—1)0,(0, +0.) -—ge+lo2=0. — (33) 


Ingenieur-Archiv I, 4-5. 22 


In Abb. 8 sind nach Gl. (30) fiir c = 2 die verschiedenen Parabeln gezeichr | 
mit Z sind die Zug- (« = 0), mit D die Druck- (« = 1) und mit V (punktiert) die — 
Verdrehungsversuche (« = 1/2) aufgetragen; punktstrichliert ist die Kurve maxF 
: nach Gl. (33) und strichliert die Kurve 
LI von Leon® nach Gl. (30) fir «= 
= B = 0 gezeichnet. Die entsprechenden 

Zahlenwerte sind in Tab. 1 zusammen- 


Ns c gestellt. Die UmschlieBungsdruckfestig- 
6G) 22 - SR TPRRNT\ o  keit o,,, (Lange OB, in Abb. 8) ist um 


ee pes rund 37% groBer als die einachsige 
ee 2782054 3660, =- Druckfestigkeit o, (O B,). Fir Marmorl 


nach Ros und Eichinger’ betragt 
dieser Wert rund 30%, und zwar fiir 
c = 7,35! Wenn wir den Grenzkurven 
~. in Abb. 8 weiter Glauben schenken 
koénnen, so folgt, daB die zweiachsige __ 
Zugfestigkeit o,, = 0.73206, und die 
allseitige Zugfestigkeit im Raume 
‘ 0,4 = 0,667 o, betragt. Nach Wehage — 
VA (Mitt. der TVA Berlin 1888, S. 891), 
ye (OF? wie Leon berichtet (Merkblatt M 909, 
1933. T. H. Graz), betragt fiir Flu8- 
eisen o,, < 0,780,, also in Uber- 
einstimmung mit obigem Ergebnis. Man koénnte allgemein als Grenzflache fir ver- 
schiedene Stahlsorten das Rotationsparabolid mit c= 1+ 2 wahlen, das mit c= 1 
in die Zylinderfliche (siehe unter a) itibergeht. Die Verdrehungsversuche (« = B = 


Oye ~L,91505 = - 1, 4580p 


Abb. 8. 


-” 


Abb. 9. 


= 1/2) ergeben eine Zugfestigkeit o,~y = 0,915.0, und eine Druckfestigkeit y=. 
= 1,458 ¢,, wobei der Mantelzug, bzw. -druck ungleich ist: eine Richtung ist o, = 
= (0, + 93)/2, die andere betragt o,, bzw. o3. Die Verdrehungsfestigkeit selbst ist 
ty = 0,817 0,. In Abb. 9 sind die verschiedenen Hiillkurven (Z, D, L, V, max F) ; 
entsprechend den Parabeln nach Abb. 8 gezeichnet; die entsprechenden Zahlenwerte _ 


=X 


fir o und t whee in ‘Tab. 1 zusammengestellt. Dieses Hiillkurven rechtfertigen unsere 
Behauptung 2 und sprechen allgemein gegen die Meinung Mohrs.1 AuBerdem scheint 
es, teilweise im negativen und zur Ganze im positiven Bereich der o-Achse, durchaus 
moglich zu sein, besonders wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der Grenzflaiche 
Gl. (2), daB auch die nichteinhiillbaren Spannungskreise (d. h. die Gebiete mit o,/ < 0 
in Abb. 8) den auf die Grenze der Beanspruchung liegenden Spannungszustinden 
entsprechen. Deshalb sind die obengenannten Gro8en o, 4 und o,,7 prinzipiell, d. h. 
ohne Riicksicht, ob die Grenzkurve einem wirklichen Material entspricht, durchaus an- 
nehmbar, obwohl o,' <0 (s. Tab. 1). Wie aus Abb. 8 und 9 ersichtlich ist, ver- 
bindet die Parabel von Leon® die einachsige Zug- und Druckfestigkeit (Punkte 
C, und B,); zwischen diesen zwei Versuchen ergibt sie die mittleren Werte seg) fiir 
o, und os, als auch fiir o und rt. 


Bei der Scherfestigkeit t, mu8 man die Belastungscharakteristik fallweise be- 
rechnen. Wegen o = 0 und o,=0 bekommt man aus Gl. (26a) und (18): o,'= A/a. 
Aus Gl. (30) mit c=2 ergibt sich dann: «=0,730, B=0,270; o,=0,5106,, 
6,—=—1,37960,. Die Scherfestigkeit erhalt man aus Gl. (26b) zu: t,= + l= On 0.== 
= + 0,839 ¢,. 

Wir haben noch die Giltigkeitsbereiche ce bei Leon’) der Gl. (30), bzw. 


Gl. (30c) zu untersuchen. Die Giiltigkeit der Grenzkurve Gl. (30) hért auf, wenn 


ihre Maximumstelle (Punkt A in Abb. 5) auf die Ordinate o, fallt. Wir nehmen an, 
daB die Grenzkurve « = 0 im KS (Ce o,) die o,-Achse nur mit o,'’ > 0 oder mit o,’=0 
schneiden darf, sonst ware mit o,’ <0 an dieser Stelle die Sehubspannung t in der 
Gleitflache nach Gl. (26b) imaginar. Im Extremfalle muB8 also fiir o,’ = 0 die Span- 
nung max o, = 0 sein. Aus Gl. (30) erhalt man 
P22 67 G) (1 6 8) 2 Do, WB) xe ‘ 

Pee ee ee he ae LP we 

Fir co,’ = 0 bekommt man aus Gl. (34) 


max 6, — max 6; = oe ee ao+Pp=1. (34a) 


\ 


Aus Gl. (34a) cad (30) ergibt sich 


Do SP Coe la 0) (8 AOE) = 
max o3; = 2+a-+'B i, 4 (1 — a B) I> . sac SS 


Aus Gl. (34b) fiir max o, = 0 ergibt sich 


¢S57(@K+1+)4K $1) mit K= ee ee Be pee 1 BB) 
Gl. (35) zeigt, wie der Giiltigkeitsbereich von der Belastungsart abhangt: fiir Zug- 
versuche (x = 0, 6 =1) ergibt er sich mit ec <2. Diese Untersuchung tiber den 
- Giiltigkeitsbereich bezieht sich schlieBlich nur-auf die Zugversuche, da fiir o, = o, = 0 
immer o, = +, sein mu8, und zwar (naherungsweise) fiir o,' 2 0! (s. Versuche in 
Abb. 15), womit nur in geometrischem Sinne gesagt ist, daB der Spannungskreis fiir 
den einachsigen Zugversuch immer die reelle Hiillkurve bertihren mu8. Die Giltig- 
eitsbereiche von den anderen Belastungsarten (Druckversuche c < 2,38, Verdrehungs- 
versuche c < 1,93) lassen wir auBer acht, da sie auf der Stelle: o, = 0, = 0, 0, > 0 und 
weiter im Zugbereich auch die Grenzspannungen mit imaginaren Hiillkurven (o,' < 0) 


haben kénnen. Wie die Grenzkurve fiir ¢ > (2K +1 + V/4K +1) /2K verlaufen 
soll, werden wir in Abschnitt VI untersuchen. 
Wir wollen jetzt Gl. (30) und (30c) mit einigen bekannten Bruch- und Flief- 


bedingungen vergleichen. 


22* 


Spannu ngen 


Druckversuche («= 1, 6 = 0) ae | ‘Verdrehungs 


& 
op 
iS 
=| 
ae 
S 
i] 
wm 


| 8 
Zug seat 0 - + 0,7321 0 0,3170 | + 0,5559 | + 0,3130 | + 0,9148 
- Druck 0 — 2,7321 | 0,5359 | —0,9533 | + 1,3023 0 2 0,5 — 0,6667 | + 0,9428 0 


Verdrehung | + 0,8431 | — 0,8431/| 0,3139 | + 0,4403 | + 0,7191 | + 0,5931 | —0,5931 | 0,3939 | + 0,3097 | + 0,5058 | + 0,8165 
oC. = > f 

~~ Alls. Zug + 0,6667 | + 0,6667 | < 0 + 0,6667 = + 0,6667 | + 0,6667 | < 0 “ae — + 0,6667 | + 0,6667 | 
Maximum |+1 | 0 0 +1 +0 +0,75 | +0,25 | 0 +1 +0 + 0,9167 | — 0,0833 | 


a) Die Gestaltanderungstheorie (vgl. Mises!® und Hencky”) ergibt die 
\ - FlieBbedingung, die mit Gl. (30c) fiir c = 1 identisch ist: ; 
(op Go) ae ee 03)" + (os — 0,)? = 26,7. (36) -} 

Gl. (36) stellt im KS (o3, 03, o,) bekanntlich einen Zylinder mit der Rotationsachse _ 

Gl. (19) dar. Diese Theorie stimmt mit Versuchen mit den plastischen Stoffen (wie 

z. B. weiches Eisen) tiberein, wie dies RoS und Eichinger®, und Lode!® nachgewiesen 

haben. Mit der Belastungscharakteristik Gl. (18) ergibt sich aus Gl. (36) 
y, 


ae OE Be ky (36a) 


Hine ahnliche Gleichung hat auch Lode erhalten: o, —o, = 2 3 + uw? mit — 
—lsSys+1. Fir die Belastungsart ,,Verdrehungsversuche” (a =6 = 1/2)  , 
erhalt man aus Gl. (36a) . 


0, — 03 = 


| 0, — 63 = ae (37a) 
woraus man fiir o, = —o3; = ty die Verdrehungsfestigkeit (Drillfestigkeit) { 
ty =0,/V3 = 0.5776, . ? (37b) = 4 
erhalt. Die Ae (« = 0) und Druckverueke (« = 1) liefern die gleiche Flie8bedingung : 
01; — 03 = O;. (38y55 ee 
* Aus Abb. 10a und 10b ist ersichtlich, da die verschiedenen Belastungsarten _ 


Gl. (37a) und (38) die verschiedenen Hiillkurven (hier Hiillgeraden)} und die ver- 
schiedenen Grenzkurven (hier Grenzgeraden) liefern. Der Schnitt der Grenzflache 
Gl. (36) mit der Ebene (03, ¢,) srgibins sich fiir o, = 0 und wird i in Abb. 10a durch die 
Ellipse 


in 


tok ieee 


0,’ + 0,2? — 0, 65 = o?? (36b) 
darpeatellt. Wegen des ebenen Spannungszustandes (co, = 0) ist nur der voll aus- 
gezogene Teil BDC der Ellipsen in Abb. 10a und 10b giiltig. Der strichliert gezeichnete 
Teil ist nur im Falle o, + 0 méglich; dies auBerdem mit der Begrenzung: o, > o 
und o,’ 20, was dem Kurventeil ACD in Abb. 10a und 10b entspricht (vgl.2° / Abe 
schnitt III, e). Demnach enthalt der Kurventeil BDC alle Belastungsarten | von 
« = 0 bis w = 1, die mit Gl. (36b) funktional verbunden sind. Die Spur der Ebene 


Gl. (18) im KS (05, o,) bekommt man fiir o, = 0 zu: = — ee 5 O35 dies ist im 
KS (03, o,) eine Gerade, die durch den Ursprung geht, z. B. die (Seade ODi in — 10a. 


; 
4 
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25 H. Henckey: Z. angew. Math. Mech. 4, 323 (1924). 
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ch Gk (80); ¢ und 7 nach Gl. (26a, b), oy’ nach Gl. (34). 


suche (« =~p= =) 


max F nach Gl. (33 
Theorie von Leon (« = B = 0) poe 


wnd Bruchgrenze. 333 


o t 
Oy 03 o t Oo} O3 o 


Die Grenzkurve ist immer mit der Geraden Gl. (36a) dargestellt, die mit der o,-Achse 


- emen Winkel von 45° einschlieBt und die durch den Schnittpunkt der Geraden 


1 =— Lae mit der Ellipse “Gl. (36b) hindurchgeht. Je zwei Belastungsarten wer- 


den immer mit einer Grenzgeraden, bzw. mit einer Hiillgeraden dargestellt; eine Aus- 
nahme ist der Punkt D, wo die Grenzgerade den Verdrehungs- und Scherversuch enthalt. 
Auf die Unméglichkeit, die Ellipse des 


‘On 
bets < _ebenen Spannungszustandes Gl. (36b) als 
Prt os RY eine einheitliche Grenzkurve zu behandeln, 
- Ry Ree eB hat der Verfasser?® schon hingewiesen. 
\ oe Fie | 
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Abb. 10a. Abb. 10b. 


Die Versuche von Rog und Kichinger® mit Hohlzylindern aus S. M.-Stahl auf 
Zug, Druck und Torsion ohne und mit Innendruck sind in diesem Sinne auszuwerten. 
Ihre Behauptung: ,,Eine Hiillkurve in Mohrscher Darstellung ist nicht moglich”, 
ist eine unbestrittene Wahrheit, da in Wirklichkeit mehrere Hiillkurven (bzw. Hill- 
geraden) im oben beschriebenen Sinne notwendig sind, um alle Spannungskreise ent- 
sprechend zu verbinden. . 


b) Hencky* untersucht die Grenzbeanspruchung des Materials in einem ebenen 


, KS (pm, T,), Wobei 


(ie > (o, + o, + o3) und-z,7 = < [op = G5)” : (6, — 03)? + (03 —9;)?] (39a, b) 


die Invarianten des Spannungsdeviators sind: p,, ist die mittlere Spannung und 


2 H. Hencky: Stahlbau 16, 95 (1943). 


ec a a ee eer 0 0,3333 | +0,75 | +0,4380| +1 0 0 Eas +0 

0,4891 | — 0,9574 | +1,3690| 0 a5) 06 = )—a75. | 09083]  0-o | 3 0:5) heed + 1,4142 is) 
? 2 ? +. 
| 0,2404 | + 0,5000 | + 0,6455 | + 0,7071|—0,7071| 0,776 | + 0,2500 | + 0,6614 | +0,8661 | —0,8661| 0,2680 | +.0,5000| +0,7072 — at 
<0 5 ee 255] reat <0 = = HOM250) see 075471 << 0 Bees 
0 1 {0 +1,125 | + 0,625 0 +1 0 me 0 0 #5) +0 


ati 


“. re = , : he 

t, eine GréBe, die nur von et Gestaltanderung abhangt und die aah aus G 
Si + 3 Pm? = 7,2 erhalt. Aus Gl. (30c) und (39a), (39b) ergibt sich te 
Te + (C—1) 05" Dm = €6;7/3- . (40) — 

Gl. (40) stellt im KS (p,, t,) eine Parabel dar, die fiir c = 1 in die Schubspannungs- 
theorie mit t, = ty = o//3 iibergeht, was mit Gl. (37b) ttbereinstimmt. Damit ist 
die Annahme Henckys?* iiber den annahernd parabolischen Verlauf der Bruchkurve | 
mit Gl. (40) bestatigt. Er teilt die Grenzkurve t, = 1, (p,) — zwar fiir die Metalle — 
in eine sich vorwiegend im Zugbereich befindliche Bruchkurve und in eine mit p,,- 
Achse parallele Gerade (t,),, = konst. (Plastizitatsbereich), die vom Anteil p,, unab- 


hangig ist und die sich groBtenteils oder ganz im Druckbereich befindet. 

In seinem Bild 2 hat Hencky” eine gegen die negative p,,-Achse geschlossene 
Grenzkurve gezeichnet, die nach seiner Auffassung fiir allseitig gedriickte, porése 
Stoffe gilt. Da hier fiir die Bruchbeurteilung nicht die vom Manometer abgelesenen, 
sondern die am Rande der Kerbe oder Pore herrschenden Spannungen in Betracht 
kommen konnen, so mu8 auch diese Grenzkurve gegen die negative p,,-Achse offen 
sein. — Unvereinbar ist noch bei Hencky?* seine Meinung, dai es méglich sei, die 
Bruchtheorie hypothesenfrei und ohne den Versuchen im geriugaten vorzugreifen, 
aufzustellen. 

Hencky** hat die kubische Invariante vernachlassigt, was auf die Naherung der 
Grenzflachen zweiter Ordnung fiihrt. Obwohl wir im Teil B dieses Abschnittes 
die Grenzflachen héherer Ordnung werden verlangen miissen, so scheint die Annahme 
uber die physikalische Bedeutungslosigkeit der kubischen Invariante annehmbar zu 


sein, Wir haben das aus der Gleichung 


Ag? +7, + Bpm = C slo (40a) 
festgestellt, wobei 
Gr? = 017 (Gg + 63) + O27 (3 + 04) + 03" — G2) + 2 0; 05-05 (41) 


- die reduzierte kubische Invariante nach Gl. (12) 


SIs = 3 Dm (Tr? — 3 Pm?) + Or? * 
ist: Die Konstanten A, B, C kann man nach Abschnitt VI/1 aus der Bedingung fiir 
die ZerreiBgrenzflache berechnen. Auch die nichtreduzierte kubische ke 2 
J, = 0,0,0; tragt nicht zur Besserung der Lésung bei. 

Da Gl. (39a) und (39b) die Transformationsgleichungen vom KS (o3, o2, 0,) im 
KS (pm, T,) darstellen, so ist es durchaus méglich, aus einer Grenzfliche Gl. (2), die 
sowohl analytisch als auch durch die Versuchsergebnisse gegeben sein kann, die ent- 
sprechende Grenzkurve t, = T,(Pm) zu erhalten. Die Erforschung der Hiillkurve 
t = t(o) hat den Vorteil, daB diese auch tiber die Art des Bruches und iiber die 
Bruchwinkel Auskunft geben kann. 

c) Die Hiillparabel von Leon§® liefert eine Grenzbedingung, die man auch 
aus Gl, (30) fir « = 6B = 0 (was die Bedingung « + £8 = 1 nicht erfiillt) bekommt: 

(0, — 93)? + (¢— 1) a, (6, + 63) = Co. (42) 
Mit « = 6 = 0 erhalt man aus Gl. (35) die Giiltigkeit der Gl. (42) mit e <3. Die 
Parabel Gl. (42) ist in Abb. 8 und die entsprechende Hiillkurve in.Abb. 9 strichliert 
gezeichnet. Sie verbindet den einachsigen Zug- und Druckversuch. In diesem Bereich 
nimmt Gl. (42) die mittlere Stellung an, wahrend sie im Bereich o, < 0, o, < 0 die 
auf der sicheren Seite liegenden Ergebnisse liefert. 

Leon?’ hat noch eine Bruchbedingung aufgestellt, die auch die mittlere Haupt- 
normalspannung beriicksichtigt; sie lautet 


(0, — 63) + (¢— 1) 0, (o; + a, + 0) =co2. (43) 


In GL. (43) spielt die ‘Spannung Os also eine aes mae Rolle. Diesen as 


vertritt Leon in seinen bemerkenswerten Seminarmerkblattern (T. H. Graz 1933,. 


R. 995). In dieser Abhandlung kommt dies aus der Abgrenzung des Giiltigkeits- 
bereiches nach Gl. (1), bzw. Abb. 1 zum Ausdruck, wobei o, auch dann ungleich- 
wertig zur o, und oy hingestellt ist, wenn die Grenzflache Gl. (2) als Drehflache um 
die Achse o, = o, =o; angenommen wird. Gl. (43) stimmt fiir Zug- (o, = 03) und 
Druckversuche (o, = o,) mit Gl. (30) iiberein. Eine naihere Untersuchung der Gl. (43) 
ist noch im Abschnitt VI zu finden. 


B. Uber die Grenzflaichen hoherer Ordnung. 


Die Grenzflichen zweiter Ordnung haben die Ahnlichkeit mit der FlieSbedingung 
nach der Theorie der konstanten Gestaltinderungsarbeit, mit der Theorie von Hencky?® 


und von Leon** gezeigt. Karmaén® und Mohr! sind der Meinung, das die Hiillkurve im 


Druckbereich die Asymptoten parallel zur 
o-Achse haben soll. Die aus dem Rota- 
tionsparaboloid abgeleiteten Hiillkurven 
in Abb. 9 befriedigen diese Forderung 
nicht. Deshalb hat Herr Professor Dr.-Ing. 
A. Leon dem Verfasser vorgeschlagen, die 
Kappalinie®’ als Hiillkurve zu nehmen. 
Sie ist in Abb. 11 graphisch konstruiert 
wie folgt: im KS (oc, t) sind zuerst die 
Geraden t= +a und um Punkt O der. 
Kreis mit dem Halbmesser a gezeichnet; 
auf dem beliebigen Strahl OM steht der 
Strahl OA senkrecht, Punkt A liegt auf dem Kreis; AM ist mit der o-Achse parallel. 
Den geometrischen Ort aller Punkte M erhalt man aus: 


OM?+O0A?=(AB + BM) 
mit der Verschiebung o =o —b zu 
i 
(o— 6b) == (44) 


i= TT 


- Die Konstanten a und 6 sollten aus Gl. (28a) und (28b) — in welchen Gl. (44) einge- 


fiihrt wird — aus den Bedingungen fiir den einachsigen Zug- (co, = + 0;, 6; = 0) 
und Druckversuch (o; = —o,, 6, = 0) berechnet werden, so da’ nur zwei einfache 
Versuche fiir die Aufstellung des gesamten Verlaufes notwendig waren. Dieser Weg 
fiihrt aber zu explizit unlésbaren Gleichungen. 

Aus der Hiillkurve Gl. (44) kann man nach Gl. (28a) und (28b) die Grenzkurve 
F (c3, 0;) = 0 bestimmen, die vom Parameter o abhangig ist: 


1 ee Ve + (om) Vor t 4 gga py 
+ 2V/(o— bP + 4a V(o— bP? + 4a 

Fiir o = 0, also im Scheitel der Kappalinie, ergibt sich aus Gl. (45a) und (45b): 
o, =b, 0, =b—a und o, =b +a, o; = 6; das erste Wertepaar entspricht dem 
fiir uns giiltigen (in Abb. 11 voll ausgezogenen) Zweig der Kappalinie. Die Giiltigkeit 
der Kappalinie ist aus Abb. 11 zu c ~ 1,8 abgeschatzt. Gl. (45a) und (45b) enthalten 
nicht den HinfluB der mittleren Hauptnormalspannung 03. 

Wenn wir uns auf die Behauptung 1 tiber die Verwandtschaft der Grenzflache 
mit der Hiillkurve stiitzen wiirden, so ware es méglich, als Grenzflache die Rotations - 


27 G. Loria: Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven; deutsch von F. Schitte, 
2. Aufl., Bd. I, S. 196. Teubner. 1910. 
Bae ys Leon: Mitt. d. techn. Versuchsamtes in Wien 22, 17 (1933). — Siehe auch A. Leon: 
Seminar fiir Mechanische Technologie und Technische Mechanik, Merkblatt R. 858, 1933. T. H. Graz. 
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BAS OTR ae 
‘kappaflache zu nehmen. Ihre Gleichung erhalt man a 


Gl. (44) im KS (@,, G, 6) zu ere 7 ge lee ee 
(a, —b) = ae. (46y 


a® — (G,” + G3”) : 


Gl. (46) hat einen asymptotischen Kreiszylinder, der als Hauptachse die Gerade 


oc, hat. Dieser Kreiszylinder entspricht im KS (0, t) zwei zur o-Achse parallelen 


Geraden, womit die Forderung Karmans® befriedigt ist. Nach der Transformation 
mit Gl. (29) erhalt man aus Gl. (46) 


pueden). = Toa eg) ais Came ee it ae annem 
Mae a PY 8 a og {8 a? — [(o, — 04)" + (02 — 95) + (0, — 03)°1} (47) 


mit-.6,/=-% 6; + PO we Pp — 


Aus GI. (47) erhalt man die Bedingungen fiir die Berechnung der Konstanten a und b 
wie folgt: . ata —- f 
: = 10 a4 ; ere 
aus 0, = 0, =0...0; = —a, folgt: 6, +b 7/3 = 4(8a2— 20,4) (48a) 
| re a ves ehOaee 
AUP Co. = 03 = 02. 0;,— 4G, foletso,-— 0 ee |) wieean . (48b) 


Addiert man beide Gl. (48a) und (48b), so bekommt man mit c = o,/o, 


C 1 


: Bos ae . 
“TG iG a 


Statt Gl. (49) in einem Polynom achten Grades in a/o, zu entwickeln, kann man ~ 


sie unmittelbar, aber nur fiir je einen speziellen Wert von c, auswerten. Z. B. fiir ce = 2 
ergibt sich der Wert a = 1,935 o, und aus einer von Gl. (48) b ys = 1,520 o;. Gl. (47). 
kann man in der Form schreiben , 


— : ae 419 LP BNe } 
[o, (I + a) + oy (1+ p)—b V3P = gaye eT. C0) 


Aus Gl. (50) ergibt sich z. B. der Wert fiir den UmschlieSungsdruckversuch fiir « = 0, ; 


6B = 1 und mit den oberen Werten von a und bd: o,, =rund 2,19 0, = 1,095 o,, ist 
also um rund 10% hoher als die einachsige Druckfestigkeit.. 

Die Rotationskappaflache Gl. (47) kann man fiir c = 1 nicht untersuchen. Wenn 
wir namlich in Gl. (49) mit reellen und endlichen GréB8en rechnen wollen, so mu 
a/og>c)V2/\//3 und wegen der zweiten Gliedes auch c>1 sein. 


C. Veranschaulichung der Grenzflache. Die wahre Grenzkurve t = 1 (o) 
der Zugversuche. 


Um den Verlauf einer Grenzflache ungefaihr zu veranschaulichen, sind in Tab. 2 
die Ergebnisse der Zugversuche von Béke1r® und der Druckversuche von Kérmén® 


auf Bruchgrenze (bezogen auf den urspriinglichen Querschnitt) zusammengestellt. — 


Die letzte Zeile bei B6 ker ist nadherungsweise mit o,,, = 1,3-0, = 1,3-1360 = 1770 kg/em? 
(mit o, = 1360 kg/cm? nach Karman) erginzt. Die Ergebnisse sind zuerst in Abb. 12 
im KS (43, 0) gezeichnet, wobei die Isohypsenteilung mit ¢, = 250 kg/cm? angenommen 
ist. Aus Abb. 12 ist in Abb. 18a die Grenzfliche* veranschaulicht: die Isohypsen 
verlaufen parallel zur waagrechten Ebene (o3, o,); sie sind nur im nach Gl. (1) 
giiltigen Bereich gezeichnet; im Bereich des wachsenden Druckes sind die immer 


starker werdenden Gefalle der Grenzflache durch die Anhaufung der Isohypsen deutlich | 
erkennbar. Man kann sich leicht davon tiberzeugen, daB® die Grenzflache keine — 


{ 


ee eee eee tice the phasis eminem afte tenn Wy 
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ist (s. -13b), und zwar rechnerisch durch die Ermittlung des 


fla Co aX 


a) 


. Abstandes a (o, — 93) V2 (1—«) eines Punktes der Grenzflache von der Geraden 
_ 0, = 0, = 0, und graphisch durch die Umlegung der Ebenen Gl. (18) in der Zeichen- 


CG; 04, 
7 a7, 
Or,7 
4 


7 
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ial » 


Oy =~ 1360 +4 
= -17707-—+| 
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ebene. In Abb. 13b sind die Grenzkurven nach unserer Vermutung mit dem 
strichliert gezeichneten symmetrischen Verlauf und einer zur Achse o, = 0, = 0, 


senkrechten Tagentialebene im Scheitel erganzt. 
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Abb. 13a. 


In Tab. 3 sind die Ergebnisse der Zugversuche von Ros und Eichinger’ mit’Marmor I 
mit entsprechendem Winkel g und der Druckversuche, bezogen auf den effektiven, 
verformten Bruchquerschnitt, zusammengestellt (hier ist der Winkel y um */, kleiner 
alg jener von Ros und Eichinger? und befindet sich zwischen der Normalen der Bruch- 
flache und der Spannung o,). In Abb. 14 sind die Hillkurven fiir Druck- (a, = 0;) 
und Zugversuche (o, = 3) nach den Angaben aus Tab. 3 gezeichnet. Die vollaus- 
gezogene Kurve t = 1 (a) in Abb. 14 ist aus dem Gedanken entstanden, da die aus 
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den Versuchen entnommenen Bruch- 
Spannungskreise tiber (¢, —o;) —allein 


t =t(o), d. h. die wahre Normal- 
spannung o und Schubspannung tT in 
der Bruchflache bestimmen konnen. 
Da die Kurve t =t(c) im Druck- 
bereich nicht viel von der Hillkurve 
fir Zugversuche o, = 0; abweicht, 
deutet sie damit den Hinflu8 der 
mittleren Hauptnormalspannung o, an. 
Im positiven Bereich der o-Achse geht 
sie allmahlich vom Trenn- zum Gleit- 
bruch tiber, da der Winkel @ von Null 
aus zunimmt. Sie miiBte die o-Achse 
Sega im Punkt o,, schneiden, wo der Durch- 

metas dringungspunkt der Grenzkurve Gl. 
(21a) durch die Ebene (c,t) ist (s. Abb. 7a). Dieser Punkt ist der Brennpunkt 
der Hillkurve; er sollte der Ausgangspunkt der wahren Grenzkurven tf (co) fir 


alle Belastungsarten (x) sein. Die aus Druckversuchen (o, = o,) gemessenen Winkel 


weichen deshalb nur wenig von denjenigen nach der Hiillkurve ermittelten ab, da _ 


winkel y, die — aufgetragen auf die — 


und einzig die wahre Grenzkurve 


ae SN 
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der Belastungsfall o,, (zweiachsiger Zug) in der Druckbeanspruchung enthalten ist, 
wobei o,,, besonders fiir spréde Stoffe, nicht viel von 0,4 abweichen diirfte. Des- 
halb braucht die Hiillkurve mit der Grenzkurve + = 1 (o) nicht identisch zu sein. 
AuBerdem ergibt sich die Hiillkurve aus einer rein formellen (mathematischen) 
Transformation der Grenzkurve o, = 0, (os) und braucht mit den wirklichen 


Spannungen in der Gleitflache und der Bruchform nichts zu tun zu haben. 


VI. Flie8- und ZerreiSgrenzfliche; die Giiltigkeitsgebiete des Grenzflichen. 

1. Nadai* unterscheidet, wie schon erwahnt wurde, die zwei groBen Gruppen 
von Grenzflaichen: die Flie8- und ZerreiSgrenzfliche. Die erste bezieht sich auf die 
dehnbaren und die zweite auf die spréden Stoffe. Da bekanntlich jedes Material 


_ eine andere Hiillkurve, bzw. — gemaf der Behauptung 1 — eine andere Grenzflache 


hat und da — wie Ro§ und Eichinger? durch die Versuche und Leon® theoretisch mit 
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Abb. 15. 
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Hiillparabel nachgewiesen haben — bei einem und demselben Material der Uber- 
gang vom Gleit- zum Trennbruch vom Spannungszustand abhangt, so erscheint diese 
Unterteilung iiberfliissig zu sein. Erst die mathematische Behandlung dieses Problems 
bendtigt und definiert diese zwei Gruppen von Grenzflachen. 

Leon® hat diese zwei Gruppen theoretisch mit’ der Forderung zum Ausdruck 
gebracht, da®8 fiir alle c =o,/c, =3 die allseitige Zugfestigkeit im Raume (co, = 
= 6, = 6; =0,,) gleich der einachsigen Zugfestigkeit o, (o, = 6,4) sein muB. Diese 
HilfsmaBnahme erscheint im KS (o, t) annehmbar zu sein, zerfallt aber im KS (os, o;) 
in zwei Grenzkurven: in eine Parabel und in eine Gerade A’A mit der Gleichung 
o, = +a, (s. Abb. 15); sie haben den Punkt A’ gemeinsam. Zwischen den Punkten A’ 
und A ist die Grenzkurve weder eindeutig noch stetig, womit die der Grenzflache 
Gl. (2) entsprechenden Voraussetzungen nicht befriedigt sind. In Abb. 15 ist die 
Parabel nach der Theorie von Leon® mit c = 7,35 gezeichnet; dieser Wert entspricht 
dem Marmor I von Ro und Eichinger,? dessen weitere Versuchspunkte in Abb. 15 
nach der Tab. 3 aufgetragen sind. Sie zeigen einen allmahlichen Ubergang zur 
waagrechten Tangente im Punkt A (0, = + 9). ; 

Wie aus Abb. 15 ersichtlich ist, liefert die Gerade A’A eine gute Naherung; sie 
stellt die Unabhangigkeit der ZerreiBfestigkeit vom Spannungszustand dar. Die von 
uns ‘aus Gl. (27b) abgelesene Bedingung o,' = 0 ist hier mit o,' = 0 betriedigt. Ks 
wire fiir die verschiedenen Berechnungen (z. B. fiir die Berechnung des plastischen 


ptnormalspannung auf die FlieB- und Bruchgrenze, oe 339 ~ 


-Korpers) sehr notwendig, wenn die Cooney FE Ge, a un 
eindeutigen Verlauf bis zum Punkt A hatte, wie dies die Versuchspunkte in Abb. 15 
= -zeigen. 
ee ; “Deninach haben wir es mit einer ZerreiBgrenzflche: -dann zu tun, wenn dis Gone 
flache ein Maximum (aus o,’ = 0) mit dem Wert max o, = + Gs an der Stelle 
d, = 0; =0 hat. Aus Gl. (27b) ergibt sich dann wegen tg?» =o,’ = 0 der Gleit- 
winkel » = 0°, d. H. ein tee oder ZerreiBbruch. Die FlieBgrenzilache kann man 
mathematisch definieren: an der Stelle o. 5 = 6; = 05 oy Se, 1st, 2 0 caner, 
auch der Gleitwinkel y > 0; d. h. der einachsige Zarverneli liefert einen Gleitbruch. 

Mit der Aufstellung einer ZerreiBgrenzflache werden wir weniger Erfolg haben 
als mit den bis jetzt aufgestellten Grenzflachen, die zu den FlieBgrenzflachen gehort 
und die gemaB ihren c-Werten die Giiltigkeit mit dem Beginn der tee 
verloren haben. 

2. Als erstes Beispiel A a wir das Rotationsparaboloid Gl. (30b). Statt 
sich an den oben beschriebenen, idealen Fall (o, = o, = 0, o,' = 0, max o, = + @;) 
zu halten, verlangen wir, daB das Rotationsparaboloid fiir irgendeinen Wert max o, = 
= max o; die Ebene max o, = + ao, bertihren soll. Damit lauten hier die Bestimmungs- 

stiicke: a /3, e/3 und maxo, = maxo;. Die erste Bestimmungsgleichung ergibt 
oe sich aus Gl. (30b) mit é0,/éc0, = 0, max o, = +o, und max o, = max oa, zu 


2 (o, — max G3) aye : Wes: (61a) 
Mit Gl. (51a), max o, = +o, und maxo, = maxo, bekommt man aus Gl. (30b) 
die zweite Bestimmungsgleichung 


20, + max 63 = 6/3. - (51b) 
Als dritte Bestimmungsgleichung kénnte man Gl. a oe nehmen. Aus Gl. (51a) 
(51b) und (31a) erhalt man: max o, = — = (oq + 9,) Beg (3:6, —o,) (og + G,,) 


woraus man sieht, daB max o, fiir c > 3 imaginar wird, si = daB das Siete 
boloid fiir c > 3 die o,-Achse nicht mehr schneidet. Mit der Grenze c = 3 ist uns 
nicht viel geholfen. Die einzige Belastungsart, die in diesem Falle zu berechnen iibrig- 


eae bleibt, ist die Zugbeanspruchung « = 0, 6 =1 mit der Bedingung o, = 0, o, = 
s = 63; = — Fans damit ergibt sich aus Gl. (30b) die dritte Bestimmungsgleichung 
2 6gy2—a 3 (2094) )=a V3 -e/3, (51c) 


wobei o,,, die Umschlingungsdruckfestigkeit bedeutet. Aus Gl. (51a), (51 b) und (51c) A 


bekommt man 
‘ 2 : max 6, =—~ [2 94 + 6,— 30, (40,4 + 36,)] =— Beige Sh: 
| —3(4¢ +3) o,, (52) 
a3 = 20, + 30,—80,(404 +36) < [22 +3— ‘ 
—V3(4e+3)]o,, (63) 


eee 1 . ‘ 
e V3 Tags [3 o,—2oqy + 3a, (f:oyy +30,)|= + [3—26 + 


ae : wobei € = 0,,,/0, ist. : ares 
aa Mit ¢ = 1200/127 = 9,45 fiir Marmor I nach Ro¥ und Eichinger? ist aus Gl. (53) 
gs und (54), dann nach Gl. (30b) mit der Belastungscharakteristik Gl. (18) die oe 
ee Grenzbedingung berechnet: 
ae 2 (o, — o,)? + 10,84 (o, + 2 63) + 26,25 0, = 0. ; (55) 


4, " i i c 
3 hyd USA AID ch i . rx 


~ 
a 


J 


a>? ae ae 


inles aus Cl. (56a) 


E -rechnung ihres Verlaufes den Umschlingungsdruckversuch statt den einachsigen Druck- 


era. eo ee ee See eae 
. ei * : 


5) ist in Keb. eine. sie liefert fiir die De istic 
Naherung als die Theorie von Leon.® Ein Nachteil ist, daB.man zur Be- 


versuch durchfiihren mu8. 

3. Eine ZerreiBgrenzflache kann man mit einem elliptischen Paraboloid 

erhalten, deren Giiltigkeit aber schon mit c = 3 endet. Seine Gleichung im KS (63, 
Bas 01) Jautet 

re 

a 


Mit ae Verschiebung co, =o, —e und ee nach Gl. (29) ergibt sich 
3 (0, — 93)? + a [(¢,.— 94) i (¢.—95)? + 2/3 a(o, +0, + as) =2 V3 a-e/3. 


a A ah HO. (56a) 


Fi 00, ee 00, =O B e i 2 e 
do, ~ do, — 9 Mul max o; = max o, = 0 und max o, = + o, sein; dies liefert 
aus Gl. (56) die erste Bestimmungsgleichung 
‘ ‘ a” : 
302—>-0o,=a/3. (57a) — 
Fir-o, = + a, ist o, =o; = 0; dies liefert die zweite Bestimmungsgleichung 
802+ $024 2)/3a-0,=2)3a- e V3.  (57b) 
Die dritte Bestimmungsgleichung ergibt sich aus der Bedingung: fir o, = — Oe 
ash.05 = of = 0 zu 
30% +708 —2)3 a: o, = 23 ae) 3: (57¢) 


Aus Gl. (57a), (57b) und (57c) bekommt man die Konstanten 


a 3 0, — 0g 3 —e 


a Cre, eae | = (58a) 
aes _ g— 9%, To 3 
2a/3 = 120, ne 12 0; cue _. (58b) 
= a Se Og = oe 
JaVo-¢ a= 12-0, Ge Ate are (58c) 


Aus Gl. (58a) und (58b) kann man den zweiten Parameter der Se ieee peace 
ausrechnen: 
Es SLO (Og as Og Od 2 

; a= V3 a y3-3—e" ee 
oe Gl. (59) ist ersichtlich, da® fiir c > 3 b < 0 wird, womit man in Gl. (56a) o, >°0 
und bei der Hauptschnittparabel mit Parameter a umgekehrt o, < 0 nehmen miifite. 
Damit ist die Giiltigkeitsgrenze c = 3 bewiesen. Fiir c = 3 wird b-= oo, was aus 
Gl. (56), (58b) und (58c) die Grenzbedingung liefert: 


(op— Os) sae O; (0, + 2 + 93) =3 Oe; (60) 


Gl. (60) bzw. (60a) sind die Gleichungen des geraden Paton Zylinders. Gl. (43) 
stimmt fiir c = 3 mit Gl. (60) tiberein. Allgemeine Ubereinstimmung mit der Hypothese 
Gl. (43) von Leon?* bekommt man, wenn man in Gl. (56) gleich 6 = oo annimmt, 
d. h. daB die Grenzflaiche nicht eine ZerreiBgrenzflache wird; aus den Bedingungen: 


fiir o, =o; =0 ist co, = +o, und fir o, =o, = 0 ist o, = —o, erhalt man die - 


Konstanten: 2a V3 = =3(o,—o,) und 24 V3-e V3 =3 6,0;, die mit jenen der 
Gl. (43) fir 1 Se <3 iibereinstimmen. : 


G;? + a@:0, =a°e. (60a) 


. VII. Zusammenfassung. pee te 

Die Forschung nach der dem gegebenen Material entsprechenden Grenzflachen — 
ist Aufgabe fiir alle jene Materialuntersuchungen, wo der Einflu8 der mittleren Haupt- 
normalspannung o, beriicksichtigt werden muB. Die Grenzbeanspruchung nach einer — 
Belastungscharakteristik entspricht einer ebenen Raumkurve, die nach Projektion auf 
die Ebene (c3, o;) und Transformation im KS (p,,, max t) mit der Hillkurve nach 
dem Zuordnungsgesetz tg? gm =o,’ zusammenhingt. Die durch das Rotationspara- 
boloid dargestellte Grenzflache stellt den allgemeinen Fall einiger anderer Bruch- 
theorien dar. Die Notwendigkeit einer Grenzflaiche héherer Ordnung ist aus der 
Forderung Karmans und Mohrs entstanden, daf die Hiillkurve zwei mit 
der o-Achse parallele ‘Asymptoten haben soll. Entgegen der — sich auf eine 


.cinzige Hiillkurve griindenden — Theorie von Mohr wird eine Theorie mit vielen 


Hiillkurven entwickelt und die Vermutung ausgesprochen, dafi besonders im Zug- 
bereich auch die nichteinhiillbaren Spannungskreise zur Grenzbeanspruchung fiihren 
konnten. Die hier entwickelte Theorie der Grenzflachen und Grenzkurven macht 
die Entwicklung der Theorie der Hiillkurven und allgemein der Grenzkurven im KS 
(c, t) nicht entbehrlich, da man dadurch die Entwicklung einer Theorie der Abhangig- 
keit der Bruchform von der Bruchspannung férdert, wobei auBerdem noch einige 
besondere Grenzbeanspruchungen leichter als im KS (63, o,) zu erhalten sind. — 


(Hingegangen am 20. September 1946). 


Zur Biegungsbeanspruchung der Drahtseile. 
| Von E. Czitary, Wien. 
Mit 5 Textabbildungen. 


A. Allgemeines und Aufgabenstellung. 


Drahtseile sind Verbundkérper, zwischen deren Elementen — den Drahten — 
Reibung wirkt. Versuche ergaben, daB sich die Drahtseile im Betrieb bei der Biegung 
eher wie reibungsfreie Gebilde zufolge der Schmierung verhalten, als wie homogene 
Korper. Es tritt daher eine erhebliche Verschiebung der Drahte gegeneinander auf, 
wahrend sie anderenfalls fast oder ganz unterbleiben miiBte. Dementsprechend wird 


. die Biegungsbeanspruchung in den Drahten nach der Beziehung 


Oy = Es (Reuleauxsche Formel) . (1) 


berechnet, in welcher 6 die Drahtstarke, r, der Kriimmungshalbmesser der Seilmittel- 
linie und # der Elastizitatsmodul des Werkstoffes ist. 

Diese Gleichung gilt streng nur fiir die Elemente eines reibungsfreien Parallel- 
drahtbiindels und v. Bach vertrat die Anschauung, da die Biegungsbeanspruchung 
der Seildrahte wesentlich kleiner ware. Spater wurde die Zulassigkeit der Gl. (1) 
als brauchbare Naherung fiir einzelne ausgezeichnete Stellungen eines Drahtes im 
Querschnitt reibungsfreier Spiralseile nachgewiesen. Nachfolgend wird der Versuch 
eines allgemeingiiltigen Beweises fiir das Spiralseil unternommen und daraus Schliisse 
auf die Biegungsbeanspruchung des verwickelter gebauten Litzenseiles gezogen. 


B. Verformung der Drahte bei der Biegung eines reibungsfreien Spiral- 
seiles. . 

Bei einem solchen Seil- sind um einen Kerndraht mehrere Drahtlagen gewickelt, 

wobei die Drahte jeder Lage im geradegestreckten Zustand des Seiles einfache zylin- 

drische Schraubenlinien bilden. Untersucht werden blo8 kleine Biegungen, fiir welche 


t, >a 


a i ; 


a oe 
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fiir die Praxis von Bedeutung. 
. I. Versuche ergaben nun, da8 bei der Biegung 


2 _. I. innerhalb einer halben Schraubenwindung ab (Abb. 1) sich die Drahte in den 
aus den Nachbardrahten gebildeten Kanalen von der konkaven Innenseite des Seiles 
: auf die konvexe Aufenseite schieben, wobei die groBte Verschiebung im Bereich der 
Mittelschicht, bei c, auftritt, wihrend a und b keine Verschiebung erleiden; — 
2. nennenswerte Langskrafte in den Drahten nicht auftreten und 
3. die Seilquerschnitte wenigstens annihernd eben bleiben. 
Il. Die Form der Drahte im . 
gebogenen Seil ist jedoch nicht rein 
geometrisch bestimmt, wenn die Seil- 
achse nach r, gekriimmt wird; es 
mtBten vielmehr zur Ermittlung der 
genauen Drahtkurven auch die bei der 
Biegung des Seiles entstehenden Krifte- 
wirkungen bBeriicksichtigung finden. 
Kine solche Untersuchung ware aber 
sehr verwickelt. Es wird nun gezeigt, 
‘ daB die nachfolgend, in Analogie zur 
zylindrischen Schraubenlinie der Drahte 
im geraden Seil, auf kinematischem 
Weg entwickelte Form derselben im 
gebogenen Seil sehr weitgehend den 
tatsichlichen Verhialtnissen geniigt. 
Kommen die Drahtkurven einer 
beliebigen Drahtlage im geraden Seil 
dadurch zustande, daB ein Punkt p 
eine Kreisbahn. vom mittleren Durch- Abb. 1. Form der Drahte in einem gebogenen 
messer d, dieser Drahtlage mit der kon- Spiralseil. 
stanten Geschwindigkeit v beschreibt, 
wahrend gleichzeitig die Kreisebene auf einer durch den Kreismittelpunkt gehenden und 
zu ihr senkrechten Geraden mit der ebenfalls konstanten Geschwindigkeit V fortschreitet, 
so lassen wir jetzt den Kreis vom Durchmesser d; sich entlang des Kriimmungskreises der 
Seilachse mit der gleichen Geschwindigkeit V als Mittelpunktsgeschwindigkeit weiterbe- 
wegen. Zur analytischen Festlegung der Drahtkurven wahlen wir ein Koordinatensystem 
mit dem Ursprung O im Kriimmungsmittelpunkt des Seiles, der w- und y-Achse in 
der Biegungsebene des Seiles und der z-Achse senkrecht darauf. Die x-Achse soli 
dabei durch einen am konvexen Rand der Drahtlage vom Durchmesser d; gelegenen 
Punkt a einer Drahtkurve gehen (Abb..1). Bei einem beliebigen Zwischenpunkt p 
ist dann auf dem Kreis vom Durchmesser d; eine Weiterbewegung um den Winkel « 
gegeniiber a erfolgt und auf dem Kreis vom Halbmesser 7, eine solche um den Winkel 9. 
Der Zusammenhang zwischen « und @¢ ergibt sich dabei aus 


vi=aS 
und VE or, 
Zu Coase 27, = Hh. (2) 


< Qg V “d; : ; 
wobei in Wirklichkeit stets n> 1. Aus Abb. 1 entnimmt man leicht die Beziehungen 


; se 
a + & cos Oe ANG y= 3 Sina. 


gilt, wenn d der Seildurchmesser ist. Nur diese Biegungen sind im allgemeinen auch 


_zeichen d,; gestrichen wird, — 7,2 d, 


‘Ersetzt man darin gemaB Gl. (2) ow durch g, so ents 


= “sinng : ps er, 


pe ee 


als Bestimmungsgleichungen fiir die Drahtkurven. 
III. Nunmehr wird der Nachweis gefihrt, dab die so definierte Drahtform meh 


den unter I angegebenen Beobachtungen bei Versuchen widerspricht. Wir vergleichen 4 


zu diesem Zweck: zunachst die Lange einer halben Square cee ab im ge- 


bogenen mit jener im geraden Seil. 
1, Fir ein Bogenelement gilt allgemein die Gleiknne 


is. V(rdoy + dP +42, 


welche sich fiir Bogen, die nicht allzuweit von der Seilachse abweichen, in 


ds = r dy E+ az (4) a Se (a) 


vereinfachen lit. Setzt man darin fiir ; ~ 
ae Sas de 4 og n 
apn ia ipeie tae es 


so ergibt sich fiir einen Bogen mit den Grenzen 0 und Y1 


2) 


i, (de Vea, Pua \inas ; 
dL 1 ( 5 } sin? n p 1 ( 5) J cost n g 
i (r. + 3: COs nN Pp } dg + or —dgp + : = a ee 
; é Ts + 5 CORNY & T; + 3 COs n y 
und nach: Ausfiihrung der Integrationen hie 
op Ng m1 
nd? 2 ar | 
Ss =r Bet Beige is SY Ph 2 
sP 8 eae g pee ie tg 3 . 
Ag gee Anse 0 


Fir den, aut dem konvexen AuBenteil eines Spiralseiles befindlichen Teilbogen ac 
einer halben Schraubenwindung, der durch 0 und a begrenzt ist, liéfert dies, wenn 
wegen r, >d, im dritten Glied auf der rechten Seite auferdem unter den Wurzel- 


nd? a 
Sao == : i 
OE 2 eae 16r, 


Analog erhalten wir fiir den Teilbogen cb auf der konkaven Innenseite mit den 


4 
Grenzen >, und = Palen (eee! a ndZn 
er 2n 167, * 
Die Uiauioe einer halben Schraubenwindung ab betragt mithin 
oS 83 a eI na? x 
a7; 


In diesem Ausra ist das erste Glied die Linge der Seilachse und nee zweite die 
Verlangerung des Bogens gegentiber der Seilachse. Derselbe Wert ergibt sich auch 


fiir die halbe Windungslange eines Drahtes in einem geraden Seilstiick. ee Abb. 2 
folgt nimlich 


Te (< : es 
Prete ge *) + (y. ; - = 


was fiir flache Windungen eee in 


(“+ 
sp + sepa Be SE 


ry nN 
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eee pining tia tinlpcsctsechiniia anand padre apieniideiemaietiana tehdibenaitcbgtueitialgfiin 
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im gebogenen el angenommenen Drahtform faen also tatsachlich 

. auf der konvexen AuBenseite des Seiles erforderliche Verlingerung der Drahte 
durch die sich auf der konkaven Innenseite 
_ergebende Verkiirzung gerade  gedeckt 
werden! Das Ma8 der Drahtverschiebung 
betragt dabei im Bereiche der Mittelschicht, 


im geradegestreckten Seil ohne Zwang aus- 

fillen. Entsprechend dem angenommenen Erzeugungsgesetz fiir die Drahtkurven im 
gebogenen Seil sind nach Abb. 3 die Geschwindigkeiten in einem beliebigen 
Punkt p: 


In der groBen Kreisbahn hens um 0) Ves 2 = = 


e bei. c d; on 
7 2n° Ee 
7 2. Weiters haben wir nachzuweisen, dab zk 
_ alle Drahte einer Lage des gebogenen Seiles ~ *- “ — 

_ den ihnen im Seilquerschnitt zur Verfii- Abb. 2. Im geradegestreckten Seil auf eine oa 
} gung stehenden Raum d;z genau so, wie halbe ‘Windungslinge abgewickelter Draht. “oe 
: 

z 


wy 


a Opes Ve a v2 


in der kleinen Kreisbahn (Bewegung um m) v. 


Daraus folgt fiir den Winkel, welchen die Drahtkurve an dieser Stelle mit der — 
Seilachse bildet und der als Flechtwinkel bezeichnet. wird, 


ea at PF ee ee 


: Pe ee ee ee Ts 
. tg 0 Vee. Hoe e (4) 


_Fiir ein gerades Spiralseil ist gemaB 
Abb. 2 und mit Benutzung von 
Gl. (2) - 


tg oy, = = (4a) 


n 


was iibrigens aus der Beziehung fiir 
den Flechtwinkel im gebogenen Seil 
auch unmittelbar gefolgert werden 
kann und womit diese tbergeht in 


Abb. 3. Geschwindigkeiten und Beschleunigungen AE 


tg w = tZ Wo Zz = E (4b) - eines Punktes p bei Hescwg ung der Drahtkurven. “e 
Der zusatzlich von einem Draht einer beliebigen pee. des gebogenen Seiles © : 
beanspruchte Raum ist f 
q 5 5 Reet ae ST ee dee ae 2 
ce 3 ies zt to? wm —\/1 + tg*a,), : : : 
A = — waa, OVI eo 1 + tg? 9) - 


wofiir bei flachen Windungen naherungsweise auch 
eae (tg? w — tg? wo) 


as geschrieben ee kann. oe man darin fiir tg w den a en Wert ein, so 
entsteht ~ 


2 g So 
is ; Aes tg? wy Fe Ms s = — 6 tg? wo ro a 


(r, + &P 


| z Anderseits ergibt, sich, daB® bei kleinem Biegungshalbmesser ry, ein solcher EP ecaonseloich 
~ nicht mehr: méglich ist, was auch Beobachtungen bestitigen. 
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aed 


a i Da & zwischen ee = schwankt und 7 amber linens in g “ist. so wird der erforder- 
ee. liche Cae as Drahte einer Lage auf der konkaven Innenseite des Seiles (£ = 0 


bis — | durch den sich fiir die konvexe AuBenseite (é =0bis +3 4) ergebenden 


tritt demnach nicht ein. 
ae ©. Kriimmung der Drahte im gebogenen Seil. 


1s Damit durch die angegebenen Bewegungen eines Punktes p die gewiinschten 


Beschleunigungen wirksam sein (Abb. 3): 


1. Eine Normal beschleunigung zutolge der Dre-_ 


hung um ™ © Din = 5 A 
aes’ 3 
aa : 2. Eine Normalbeschleunigung zufolge der Dre- 
aa hung um O nee ve 
is nae ge 
cree. 3 3. Eine Coriolis-Beschleunigung ee an 
die groBe Kreisbahn t; = — 2 vsin a aE FE 2 


nisse der Bahn des Punktes p denken wir uns die 
Bewegungsvorgange auf zwei die Kurve begleitende 
und zueinander senkrechte Ebenen EZ, und 2, pro- 
jiziert, welche beide die Krier ae JD ineg 
enthalten und von denen #, die Tangentialebene an 
den zur Kurve gehérigen Bindecniee in p ist.2 GemaB 
dem allgemeinen Zusammenhang zwischen dem 
Kriimmungshalbmesser 0 einer ebenen Bahnkurve 
| und der Normalbeschleunigung p,, welche durch 
BS . die Beziehung 
a Abb. 4. Normalbeschleunigungen in ye 
My bezug auf die Kurvenprojektionen. ; Cite Pn 
-. (In der oberen Figur hat ¢¢ ein , 
Ja : negatives Vorzeichen zu erhalten.) ausgedriickt wird, sind dann zur Ermittlung der 
er 2: Kriimmungshalbmesser in den Projektionen der 


Bahnkurve auf die Ebene £,(7'N,) und #, (7 N,.) die betreffenden Norwmalbe- — 


= schleunigungen zu bestimmen (Abb. 4). 
2 Nach einem Zeitelement dt hat sich Punkt p in der Richtung gegen O um v sin « dt weiter- 


bewegt. Seine Geschwindigkeit in der groBen Kreisbahn ist dabei um den Betrag 


Ve 
+é 


m+ 
’ kleine Kreisscheibe mit dem Punkt p sich um ihre durch m gehende lotrechte Achse gedreht, 


es | damit ihre Ebene senkrecht zur groBen Kreisbahn bleibt und sich nicht blo8 parallel verschiebt. 


V; 

Der Drehwinkel betragt eT: dt und um diesen Winkel mu8 auch die Gensbavinadigiearics 
a” komponente v sin « gedreht werden, was eine weitere tangentielle Beschleunigung in bezug auf 
die groBe Kreisbahn mit dem Wert tes = —vsin « ——* — erfordert. 


2 oases 


3 H, und #, gehoren nicht dem natiirlichen Dreikant an. 


; fs | Raumiiberschu8 gerade ausgeglichen. Ein Zwangen der Drahte im Seilquerschnitt é 


Drahtkurven fiir das gebogene Seil zustande ‘kommen, miissen an ihm pues 


II. Zur Ermittlung der Krimmungsverhalt- : 


v sin « dt 
= kleiner geworden, wozu in der grofen Kreisbahn die negative tangentielle Beschleunigung tes = 


=— * _ysin « notwendig erscheint. Ferner hat wihrend eines solchen Zeitelementes die 


bi 


a ea ae eT ee ee ee 


_ 


tn 


, 


ie Kriimmung der in die Ebene #, fallenden Projektion sind die Beschleuni- 


_ gungskomponenten in Betracht zu ziehen, welche die Richtung der Normalen NV, 


‘haben. Diese liefern é 
| Nei = Pm + PpCOS & = Pm + Pez 


7 2 
Fir die Kriimmung der in der Ebene Z, gelegenen Projektion sind jene Beschleunigungs- 
komponenten mafgebend, die in die Richtung der Normalen JN, fallen. Sie ergeben 


Ne. = pssin « cos @ — te sin w = 


sess (Avolitanene 


cae cos @ + 2 di 7 aee sin 
2 ; . Rees 2 
Mithin betragt der Kriimmungshalbmesser der Kurvenprojektion in der Ebene E, 
o U2 U2. 
Q1 WN == E 
1 Pm a SCE ye 
OE. 
und nach Hinsetzung der’ Werte fiir pp, pg und U; 
d; 1 
¢ > 2 € s Pr (5) 
: cos” (aa) (te o+ oe 
Fiir r, = co ergibt dies aes | : . 
: Cingce “2 gin? Wo ’ A (5a) 


was dem Kriimmungshalbmesser der zylindrischen Schraubenlinie eines Drahtes im 


geradegestreckten Seil entspricht. Analog ist der Kriimmungshalbmesser der Kurven- 


projektion auf die Ebene £, 
; : ; U2 U2 
Ne, pe sin % cos @ + t.sin o 


C2. = 
“oder nach Einfiihrung der Ausdriicke fiir pe, te und U; | 
- d; Vs + & (6) 


cos w (1 + sin? w) /(#)- ef 


Fiir 7, = co, also beim geradegestreckten Seil, ist 02,9 = oo. Aus den Kriimmungs- 
halbmessern g, und 9, der beiden Kurvenprojektionen 148t sich nun leicht der Halb- 
messer 9 des Schmiegungskreises der Drahtkurven im gebogenen Seil finden, wenn 
sich die Projektionsebenen in der Kurventangente schneiden, wie dies hier zutrifft; 
es gilt dann 1 


02 = 


PONG 
Im vorliegenden Fall ist aber die Kenntnis von @ weniger belangreich; gemaf 
Punkt A interessieren uns vielmehr die zusdtzlichen Kriimmungen, welche die Drahte 
beim Ubergang eines geradegestreckten Seiles in den gebogenen Zustand erfahren. 
Die betreffenden Kriimmungsanderungen der Drahtprojektionen betragen 


Ake = = ae = = = lcos? w (te? @ + ay) gine oo), (8) 
it Le 1,0 a ; s ; 
. : Rios. 2 08 @ (1. + sin? w) ey. — & 


4 E. Miller: Lehrbuch der darstellenden Geometrie, Bd. I, 2. Aufl., S. 140. Leipzig: Verlag 


Teubner, 1918. 
q 23* 


1 1 
= 2 a2 002 st { (7) 


paket di 


tay 


Mit Riicksicht auf den Zusammenhang zwischen den diesen 


; are )8 eat 
Kriimm ung ande rungen — 


der Drahtprojektionen entsprechenden Momentenkomponenten und dem gesamten | + 
Biegungsmoment in einem Drahtquerschnitt bei der Biegung des Seiles, besteht fiir 


die gesamte Kriimmungsinderung Ak und den rechtwinkelig aufeinanderstehenden Ak, 
und Ak, die Beziehung 


Ak? = Ak? + Ak. ate Oya 


Setzt man darin fiir 4k, und Ak, die Werte ein und nimmt » = @p» an, was wegen = 


r, >d sicher statthaft ist, dann ergibt sich der verhaltnismaBig einfache Ausdruck 


w= 2, /eotwt (FP) retoh aD 

Far die Grenzfalle von @ liefert dieser: 3 Q . 

 =0 (Drahtbiindel) 4k =— * = 

ip ss (Drahtschraube) Ak = 0. 
Fiir die Grenzfalle von & entsteht: — 

si $  4h= (12) 

ese 37 
eee Ape cos » (1 + sin’ w) (13) 


Ts 


Die beiden letzteren Werte wurden schon frither (vgl. Punkt A) nachgewiesen, und 
zwar der erstere in einer Abhandlung von Baticle,®> der zweite hingegen in der 
Habilitationsschrift Woernles.® . os . = 
III. Aus Gl. (11) erkennt man, daB fiir kleinere Flechtwinkel w, wie sie in der 
Praxis fast ausnahmslos aufzutreten pflegen, die Kriimmungsanderung eines Drahtes 
bei der Biegung eines reibungsfreien Spiralseiles nach dem Halbmesser 7, nahezu 


unabhangig von der Stellung £ des Drahtes im Seilquerschnitt und ungefahr gleich = 


ist. Hiermit erscheint die Brauchbarkeit der Reuleauxschen Formel [Gl. (1)] zur 
Berechnung der Biegungsbeanspruchung in reibungsfreien Spiralseilen unter der 
Voraussetzung nachgewiesen, daB auf die Formanderungen, welche die Drahte beim 
Verseilen erleiden, nicht eingegangen werden muB.’ 


D. Torsion der Drahte im gebogenen Seil. = 


Hinsichtlich des Zusammenhanges zwischen der mathematischen Torsion der 
Drahte im gebogenen Seil und den Torsionsbeanspruchungen derselben gilt folgendes: 


5 Baticle: Le calcul du travail du métal, dans les cAbles métalliques. Annales des ponts et 
chaussées, janvier 1912. 


6 Woernle: Zur Beurteilung der Drahtseilschwebebahnen fiir Personenverkehr. Z. Ver. 


‘ } ; : : 1 cosy /r2 wot + 40? , @,? 
dtsch. Diploming., Jg. 1913. Die dort abgeleitete bee gt ant nS — aot - $ rie? 


stimmt mit der hier fiir 4k bei § = 0 abgeleiteten iiberein, wenn man darin v = a @,, V = T, Wa» 


v ; 2 ; 
ais tg o, y = B— w und tg B = a setzt. W oernle wandte hierbei erstmalig die kinematische 
Methode an. ied 

Siehe diesbeziglich auch Persson: Analys av tradarnas krékning i staltradslinor. Tekn. 
Tidskr., Stockholm, Oktober 1926. ; 


7 Bei den grundsiitzlichen Uberlegungen fiir die vorliegende Arbeit, welche schon weit 


zuriickliegen (vgl. Hanker: Die Sicherheit der Drahtseile, Z. dsterr. Ing.- u. Architekten-Ver., 
Jg. 1925, H. 5/6, 8.40 FuBnote 3), wurde der Verfasser von seinem inzwischen verstorbenen 
Kollegen F'. V1k unterstiitzt, dessen er hiermit freundlich gedenkt. 
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a oh tee eee en Ape Mer kiation cate 2 
Wickelung Gee ‘Drahte bei der Seilh 


orsionsfrei. Nennenswerte Torsionsbeanspruchungen treten daher in den Drahten 


‘eines geradegestreckten Seiles meist nicht auf.8 


2. Dagegen kommt es bei der Seilbiegung auch zu Drahtverwindungen, die 


__ sich als Unterschied At zwischen der mathematischen Torsion ¢ der Drahte im gebogenen 


) 


wee a mere os hha 


eye te 


we 


ee A ey ee © 
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und 7) im geradegestreckten Seil darstellen. Diese Verwindungen At vermégen sich 
jedoch in ahnlicher Art wie die Langeninderungen der Drahte bei der Biegung des 
Seiles, wenigstens teilweise auszugleichen, was auch durch Beobachtungen be- 
statigt ist, bei denen ein leichtes Walzen der Drahte gleichzeitig mit deren Ver- 
schiebung festgestellt wurde. : 


_ Von einem Nachweis der Torsionsbeanspruchungen kann daher im allgemeinen 
abgesehen werden. 


E. Schliisse auf die Biegungsbeanspruchung der Litzenseile. 


.- 1. Im Gegensatz zu den Spiralseilen sind die Litzenseile doppelt geflochten. 


Zunachst werden die Litzen hergestellt, welche den gleichen Aufbau wie ein Spiral-— 


seil zeigen und diese dann um eine 
Hanfseele zum Litzenseil gewickelt. 
Bei Gleichschlag ist der Windungs- 
sinn der Drahte in den Litzen derselbe 
wie jener der Litzen im Seil; bei 
Kreuzschlag hingegen der umge- 
kehrte. 

Il. Mit Hilfe der im Abschnitt C 
abgeleiteten Beziehungen kénnen wir 
zunachst fiir ein nach dem Halbmesser 
r, gebogenes, reibungsfreies Litzenseil 
die Kriimmungen der Litzenachsen 
ohneweiters angeben. Mit diesen 


Abb. 5. Zur Biegung eines Litzenseiles. 


_Kriimmungen lassen sich dann unter 


nochmaliger Anwendung der angegebenen Formeln die Kriimmungen der Drahte in 
den Litzen finden. 

Bei verhaltnismaBig kleinen Flechtwinkeln w, der Drahte in den Litzen und w, 
der Litzen im Seil ist zu erwarten, da8 bei der Biegung eines reibungsfreien Litzen- 
seiles nach dem Halbmesser 7, die Kriimmungsainderungen der Drahte ebenfalls 


noch nicht allzu erheblich von + abweichen. 


Besonders einfach laBt sich dies fiir Drahte einer Lage .d, nachweisen, die in dem 
betrachteten Seilquerschnitt (Abb. 5) entweder vom Kriimmungsmittelpunkt O des 
Seiles am weitesten entfernt, bei a,, oder ihm am nachsten, bei b,, Legen. Bezeichnet Dy 
den Durchmesser des Kreises, auf dem die Litzenmittelpunkte im Seilquerschnitt 


- liegen, so ergibt sich nach Gl. (5) und (6) fiir die Kriimmungshalbmesser der Litzen-_ 


achsenprojektionen in den zu a, und 6, gehérigen Punkten a, und 6, 


DEF 1 
Li Ce = Do ? 
yo ~ 


Rh, = CoO. 


cos? we | tg? we + D 
tt 


8 Wenn die Seillangskrafte auBer Betracht bleiben, die nicht Gegenstand dieser Ab- 


handlung bilden. 


erstellung erfolgt in der Regel 


0 in i) 


% 


au 


Zufolge Gl. (7) bmesser des § ngskreises | 
Analog gilt fiir die Kriimmungshalbmesser der Drahtprojektionen in den Punkt a eae 
und 6, | Pe 3% ise CMR aren ys. 


* 


ie d; ‘ 1 ~ 0 en or va ; " bit 
01 2 ; ‘de N | ? a | | 

COS? W, | te? wo, + —— | aye - oe) q 

| Be). ee 


+ 


Fir das geradegestreckte Seil, also bei 7, = oo, lauten die betreffenden Beziehungen : : 


. ee ae 
Ryo = oo into Fa, 0 oe Ry = Ry 9; 
d; 1 ae ek 
01,0 ae 9 ‘ TEAC aU? 02,0 = Co. 2 By 
as 
s COS? 1,9 | tg? @1,6 oe g d : : 
- BAe i ; 7 : { 
| Rts | . i 
Die Kriimmungsanderung der Drahte ergibt sich daraus mit 
Rte oo : Bu a 
1 1 ; 2 
Ak = Ak, = aa = = | cos? w@, | tg? wo, + ——— | — 
: ere, C1,0 d, iy? d, A 
S : ‘ R+ 
2 ~ 
2 2 com 2. 3 
== COS" W4,9 | $8? @y,9 + Soe ares 
: eae eae 


was sich mit w, = w,,) und Vernachlassigung von d,/2 gegen R in den Nennern ver- 
einfacht zu ° - | 


; ie 1 Pays “ 
er 2 SeBR Gees SRE. 
Ak = + cos or (2 — : 
Fiir den Klammerausdruck entsteht durch Einftihrung der Werte fiir R und Ry | 
| S | 
al 1 2 ‘ ee he 
i gien Senet ie COS" W2| tg? we + Dd, | SE 2.0] 
Ue Sb : 
cs : =¢ Dik. : ; 
woliir mit m : = :,9 und Unterdriickung von -,” gegen r, auch geschrieben werden 
kann 
I dent ta CORT ONS 
R Ro = cE cate 7 


Setzt man dies in den Ausdruck fiir Ak ein, so erhalt man schlieBlich 
Ay is COS? @, COS? ws 
ns etn Aces oN 


was fiir kleinere , und @, sicherlich noch nicht zu sehr von e abweicht. Das Er- _ 


gebnis ist noch insofern bemerkenswert, als die Kriimmungsanderung unabhangig | 
davon erscheint, ob das Seil ein Gleichschlag- oder ein Kreuzschlagseil ist. ore 


~ 


(Hingegangen am 23. September 1946.) _ : 
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 lasten waren bei den kleineren Lasten Kreisringe von 10cm 


-in 6cm Abstand. Der Bewehrungsanteil aller Platten ist 


-wehrung wechselt von 1:0 bis 1/, der Langsbewehrung. 
' Die Abmessungen der Versuchsplatten, die AnriBlasten, 


3 st belasteten Stahlplatte. 
Nutzbreite aoe Agena itreipestiitston, mit einer Einzellast 
5 - belasteten Stahlbetonplatte. 
Von F. Pongratz, Wien. 
¥ Mit 4 Textabbildungen. 

Der Deutsche Ausschu8 fiir Eisenbeton hat in seinen Heften 44 und 52 das Er- 
gebnis umfangreicher Plattenversuche an mit einer Einzellast belasteten, nur auf 
zwei gegentiberliegenden Randern frei aufliegenden Platten veréffentlicht. Diese 
Platten hatten durchwegs eine Stiitzweite von a = 2:0 m ” " 
und eine Breite von b = 3:0, 1°4, 0°8 und 0°5m. Die Auf- 7: 
standflachen der in Plattenmitte aufgebrachten Einzel- 


auBerem und 5 cm innerem Durchmesser, bei den gréBeren 
Lasten waren es vier Quadrate mit 12cm Seitenlange 


ziemlich gleich und so bemessen, da8 der Bruch durch 
die. Uberwindung der Zugzone erfolgte. Die Querbe- 


das sind die Lasten, unter welchen die ersten Risse auf- ee é x | 
traten, und die Bruchlasten sind in den beiden Tabellen _|_ | 
libersichtlich zusammen gestellt. Die Biegemomente, fiir 7 | | 

j«—___— @ ———+| 


welche die Spannungen ermittelt wurden, sind nach der 
Plattentheorie berechnet. ese 
Fiir die Tragwerksanordnung nach Abb. 1 und der Laststellung P (é, 0) ist die 
Gleichung der Biegeflache durch eine einfach unendliche Reihe petal in 
welcher die Abkirzungen: 
ES y =reziproker Wert der Poissonschen Zahl, 


E- h8 ; a 
N= 121 = WP). 

Mm. Dea b 
Bre rigots Os aa. 

R ee ee ry Bar (Pa ha oe (a) 2 Be 
are oy Oe By) AU gees ae 
2m — em ___ Fa ae 

eingefiihrt sind. a é ”) Bm (1 x4 Bm) a +») 28 Bm 
P- a 1 
Lam 2 73 N m3 


sin &, SiN &mé[+ Sinaom y + Ry m Col omy + (1) 
+ Bem %m Y Stt Om Y + %m Y CO] &m Y): 


a4 
Die Differentialgleichung der. elastischen Flaehe Atw = _ eo ba By se eS @) 


ist erfiillt und es 1a8t sich leicht nachweisen, daB auch die Randbedingungen be- 


friedigt werden; fiir die freigestiitzten Rander + = 0 und x =a wird m, =m, = 0 
‘und mz, = Uz + 0 und fiir die vollkommen freien Rander y = +1/,6 ist m, + 0 
tint 4%, = 1g, = 90. 

Aus den Ausdriicken fiir die Biegemomente 


thy =—F— 37> sin ap E sin om & [(1 + ») Sit my + {— (1—») Rim + ES 
| + eg iad Some Xm Y Sof Xm Y];, { 
mn, =— = Saino, E sin a, 2 [(1 + v) Sitt my + {(1 — ») Bym + fe 

J 


Ee 2B, .} Gof omy + A—?) Rem %m ¥ Sin &my + (l—») Xm y Co} CPR 


| a? | 
Meo te ee oe sin? dN Som 


25 Faieie 2 ; 
P(L+ a + 1 ou 
v mM 
Ty 9 =F we se sin? 5 af es : 
m= 1,3,5 
¢ ich fi l—y» 29 R g 
paar ; - jJ—y res > 
und fiir. ae ee ay Bam = Dee 


gesetzt wurde. Da Sy, und 7) sehr rasch gegen 1 Be eaten. eee ach fiir 
den Ort der Punktlast m, = m, = ©. . 

Um den Ubergang von der Punktbelastung mit den unendlich groBen Werten | 
am Lastort zur auf einer kleinen Kreisflache vom Halbmesser c gleichférmig verteilten 
Belastung zu ee werden die Gl. (3) umgeformt. . 


- 


f 4 
a ee OT ee er ee TT Te 


ee m™. < 1+ Pe Nese niiay ee , ” 
We 6 ae: aS sin?” eee ”) oe 5 (Som—1) = Mao + Mz 2 iy 
+» eee +» Mm : , tubs hd 
Myo = pas aa oS sin? 5 eee ee 1 sin? 5 (Lom—1) =m, 9 + m,o'. 


Die Ausdriicke Mao und my,’ lassen sich wegen der raschen Konvergenz von Sos 
und 7'om leicht pre und erreichen fiir das Seitenverhaltnis der Versuchsplatten 


i i 
Se, 


b:a@ =1°5- und» =< die Werte m,,.’ = + 0°0162 P und m,,’’ = — 0:0058 P. 
In dem Ausdruck mzo) = Myo, —— Z = sin? ——~ ]48t sich unschwer 


das poe am Lastort des unendlich breiten Plattenstreifens mit einer Punkt- 


last in. (= = > Oe 0) erkennen. Nach Nadai kann dieser Ausdruck auch explizit 
angeschrieben werden 


— 


1 
Mag = Myo = 7 Podge. (5) ‘a 


Darin bedeutet a die Plattenstiitzweite und r den Radiusvektor eines Plattenpunktes 
in Polarkoordinaten mit dem Ursprung im Lastangriffsort ($ 0). Die Giiltigkeit 
dieser Formel ist auf die engere Umgebung des *Lastortes beschrankt und erreicht 
fir 7 =.0 den: Wert mz 5. = myy-= oo. 

Eine am Rand frei gestiitzte Kreisplatte mit dem Halbmesser a, und der Punkt-_ 
last in Plattenmitte hat die Biegemomente ' 


ees a 
Tapaeecln 


mM, = 


(6) 


a a 

ac Boome oe Ear 4x s 

Fiir die gleiche Kreisplatte mit einer auf einer Kreisflaiche vom Halbmesser c_ 

gleichmaBig tibertragenen Lasf P = 2c? py gelten fiir die Punkte innerhalb des 
Belastungskreises die Biegemomente 


Be ae (15-year eee 6 
a ae 42 Pl, ¢c F 4a (a— Ce eas 4¢ ) (7) 
ws Lee ay le (l— ») 2 (3»+ 1)7r ~ 

sn iaey ee Tan a Srrgiclniat = (1— 40805 ae is 


Kin Vergleich der Gl. (5), (6) und (7) fithrt nach Nadai zu den Ausdriicken (8). 
fiir die Biegemomente des Plattenstreifens mit der Stiitzweite a und der Gleichlast 


ry - 


eee ee eke mye © aN A oo ee 


“man. erhalt mit der Poissonschen Zahl 


Ne, = et fap ee ee ee |, 
rs “S It 


> 4x ees a 4 4c (8) 
ree We ok 2a Je: (3»-+ 1)7r 1— » 
Ce 4n Pl, ce tag ll 40 )-=4 P. 
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Die Biegemomente m,,. und m,, sind 
auBer von der GréBe der Last und deren cs 8 
Aufstandsfliche nur von der Plattenstiitz- > 
weite abhangig, dagegen vom Platten- 
seitenverhaltnis unabhangig. Sie gelten 
nur im Bereich der Aufstandsfliche, und 


m = 6 und a = 200 cm sowie den Last- 
stempeln der Versuchsplatten die nachfol- 
genden Werte fiir r = 0: 


Kreisringflache: ¢ = 5°0 om myo’ = +4" Pl, 2% + ¥ —o-3794 P, 
4 Quadrate 12/12em: ¢ =16-95em mao’ = : — 0:2662 P, 
20/20 em Quadrat: ¢ = 11-28cem = mao’ = So = Ue eared 


Damit ergeben sich die Biegemomente im Mittelpunkt der Lastaufstandsflachen 


fiir die Kleinstiasten mit », | — m_ 4’ + mao’ = 0°3794- P + 0-0162- P = 0:3956- P, 
Myo = Myo + Myo = 03794 P — 0:0663 P — 0:0058 P = 
=.0°3033..P, 
fir die GroBtlasten mit Mao = 0°2824- P und Mayo = 0'1941.. P und 
eben. fiir die 20/20cm Stempel m,,. = 0°432- P fiir 6: a = 0°7, 
; Moo = 0652: P fiir b:a = 0-4. 

Durch die Gl. (8) sind die GréBtbiegemomente und der Momentenverlauf inner- 
halb der Lastaufstandsflache gegeben; der Momentenverlauf auSerhalb dieser Last- 
aufstandsflache wird durch die Gl. (2) beschrieben. Die Abb. 2 stellt den Verlauf 
der Biegemomente m, und m, im Schnitt y = 0 dar. 

Fiir eine mit einer gleichformig verteilten Last belasteten, mit der Stiitzweite a 
freigelagerten Platte, die das Seitenverhaltnis 6: a hat, gilt die Gleichung der Biege- 


_ flache: 


4 pat 


a ai sin &m & [1 +d Gof &my + € &m Y Sit Wm Y], 


4D = 


‘ =) auf « einer elaine ‘Kreisflache vom Halbmesser Che Sdnbet sind die snadeatis 
aie Gliedsy ¢: a, vernachlassigt. 


Boe Rak 


at! 


woke s ist. Man kann sich leicht Ap ones ‘oe coment d 


gleichung den elastischen Flache als auch die Randbedingungen erfiillt at Die. 
Beiwerte d und e werden aus den Randbedingungen als Funktionen von 6 und a ge- : 
wonnen. Die Biegemomente m,9 nahern sich sehr rasch den Werten fiir den Platten- 
streifen und weichen nur fiir sehr schmale Platten von diesen Werten ab. Es wird fiir 


OG: = "ods Sag =O 2p 

5 == O° 12F eo 

es == ()"7 = 0° E29 4 : 

3 = 04 = 0°136 } 

~e Fir das Seitenverhaltnis ba = co wird My,y29 =¥°Mz,y=0- - 4 

eS aio Fiir die Versuchsplatten sind in den beiden nachfolgenden Tabellen die Biege- 

ag momente unter den AnriBlasten und unter den Bruchlasten ermittelt. Es sind im { 

Pe ersteren Falle die Biegezugspannungen, im letzteren Falle die Stahlspannungen er- | 
ho mittelt, und zwar einmal nach den Biegemomenten, wie sie die Plattentheorie ergibt, 


und zum Vergleich auch nach den Balkenbiegemomenten. 


a Tab. 1. ‘Die Versuchsplatten mit a = 2:0m Spannweite unter der Ri®last. 


3 tt Platten- | Abmessungen Sate! Unter der RifSlast P ‘y 
: Bewehrungsanteil 3 
Breite o 5 P im : 4 
es N a a Lings Quer tekthe Auf- P é me > bg 
Baht iT; 6 : Aad Mittel 2 
Le hes? a cm Fel _ Feq | 4 stan t t kgem kg/em 
ae ile Daca el ESC eT Sees S 
; : S 1068 0-229 | 4/, | 10 | 9-00 
1070 | 3:00 | 1:5 18 0:690 0°229 1}, 10.» 7:50 7:50 3190 © 45°5 
1072 0-460 | 2/, | 10. | 6:00 
a 1052 0-101. |'3/,°] 10 -| 4°50 | 
1054 0°225 lls 10 3°50 | 
1056 3 ; ; 0°225 10 | 4°25 j atk mares - 
$ 1058 3°00 |. 1°5 14 0°685 0°450 2/, 10 | 4:25 4°08 1786 43°1 
1060 0°450 10 | 4:00 
1062 0°685 1 10 | 4:00 
1048 | 3-00 | 15 | 10+» 0-685 | 0-214.) 4, |-20 | 2:25 |= 9.93 926 461 
1050 : 8 10 1:90 ‘ 
? 975 0688 eh 10: aaene 
§ 977 O68 E io ASS LT O4 bgeOe 
oe 3°00 | 1°5 14 0°685 0°101 ah é 4°50 1950 47:0 
eS 979 0-101 ce 10} .5°00") 
a) 981 hh | 40 | 5-00 | 
... 855 : ; 3 ; a 2°00 | i 
a g56 | 1401-07 | 12 | 0-665 0°665 1 ae 1g9 190 970 34-2 
¢ ee 854 ‘ ; ! i ‘ }/ 1:10 
is 359 | 0°80 | 0-4] 12 | 0-665 | 0-665 1 | 20/2 “110 1:10. | 875 30°8 
“ide 
x ps i Die aus den ersten 11 Versuchsplatten ermittelte Biegezugspannung wird im Durchschnitt 
a Op, = "11° (3° 45°5 + 6+ 43:1 4+ 2-461) = 44°3 kg/em®. Aus gleichzeitig durchgefiihrten Probe- 
Bets balkenversuchen betrug die Biegezugfestigkeit des Betons o,, = 1/,- (32°7 + 54:1 + 41:0 + ~ 
a + 46°6 + 45:4) = 44:0 kg/cm? -und die reine Zugfestigkeit wurde mit o, = 182 kg/cm? fest- 


gestellt. 


Aus den genauen Beobachtungen der mit wachsender Last fortschreitenden RiB- 
bildungen und aus den Ergebnissen der Berechnungen in den Tab. 1 und 2 lat sich 
zusammenfassend folgendes feststellen: 

1. Fir zweiseitig gestiitzte Platten aus Stahlbeton mit einer auf einer kleinen 
Flache gleichmafig aufgeteilten Belastung lassen sich sowohl die RiBlast, das ist 


oo 


\ 


A 


~ Tab. 2. Die Versuchsplatten unter der Bruchlast. 
3 cd ré 


. eke oy 
tiitzten, 


‘mit ein 


7 


r Binzellaat belas 


< 
ie. 


Volle Plattenbreite 


teten Stahlbetonplatte. 355 


Gr68tmoment nach 


ee bb my Pee a ee Probebalken einger. Plattentheorie 
7 a Hy t o oO o 
kg/em? Pes an Mor es = Ma. es ee x 

975 

979 1:5 ] 23°25 3124 3520 | 1:13 | 3698 3610 115 6740 6410 2°05 
1062 15 le: 26°00 3397 3931 | 1:16 | 4110 | 3910 | 1:15 | 7510 7150 2-11 
1058 bal 

1060 hb ae 25:00 3407 4099 ; 1:20 | 3960 | 3770; 1:10 | 7230 6880 2°02 
1072 15 oe 40:00 3214 3674 114 6280 | 3510 | 1:13 111520 6450 2°01 
1054 

1056 15 is 22-00 3390 4064 | 1:20 | 3508 | 3342 | 0°99 | 6390 6080 1:79 
1050 z 

1048 15 a fs 9°75 2761 3359 | 1:21 | 1598 | 3360 | 1:22 | 2890 6080 2°20 
1068 : ‘ 

1070 Ls Is 36°00 3090 3746 | 1:21 5680 | 3175 | 1°03 |10400 5810 1°88 
981 125 a 16°85 3145 3615 | 1:15 | 2650 | 2520 | 0°80 | 4790 | 4560 1°45 
1052 15 oh 17°50 3358 3958 | 1:18 | 2825 | 2690 | 0°80 | 5120 | 4880 1°45 


jene Last, unter welcher die ersten Risse auftreten, als auch die Strecklast, das ist 
jene Last, die die Haupttragstabe an der gefihrdetsten Stelle bis zur Streckspannung 


beansprucht, recht gut mit Hilfe der fiir die homogene und dem Hookeschen Gesetz’ 


folgende Platte aufgestellten Formeln berechnen. Die GrdBe der Poissonschen Zahl 
ist auf das Ergebnis von geringem Einflu8 und es kann daher mit dem in der Theorie 
des Stahlbetons eingefiihrten Wert m = 6 gerechnet werden. 

2. Die Starke der winkelrecht zur Hauptbewehrung liegenden Querbewehrung 
hat auf den Spannungszustand bis zur Ri®last keinen merkbaren EinfluB. Ebenso 
unbeeinfluBt zeigt sich die GréBe der Strecklast von der Querbewehrung, obwohl 
zugegeben werden mu, daB das Gesamtspannungsbild fiir verschieden querbewehrte 


Platten nicht das gleiche ist. Wahrend bei stark querbewehrten Platten Lee = */s) 


der Spannungszustand in der Nahe der Strecklast recht gut dem der homogenen 


Platte angepa8t ist, tritt bei schwach querbewehrten Platten bereits friiher eine 
Uberbeanspruchung der Querbewehrung ein, die aber zunachst. auf einen kleinen 
Raum in der Umgebung der Einzellast beschrankt bleibt und sich erst dann durch 
gréBere Formanderungen bemerkbar macht, bis auch die Hauptbewehrung die Streck- 
spannung erreicht. 

3. Durch das Erreichen der Streckspannung an der am meisten beanspruchten 
Stelle ist der Bruch der Platte wohl eingeleitet, aber noch lange nicht, voll erreicht. 
Die zum Bruch erforderliche starke Dehnung der Tragstibe an dieser Stelle wird erst 
mdoglich, wenn eine Reihe der Nachbareisen durch Uberschreiten der Streckspannung 
nachgiebig genug geworden ist. Knapp vor dem Bruch erscheinen die Eisen einer 
bestimmten, von der Giite der Querverbindung abhangigen Breite nahezu gleich 
(eben mit der Streckspannung) beansprucht, wihrend die bereits erfolgten Dehnungen 
gegen den Lastmittelpunkt hin zunehmen. Dort erreichen sie zuerst jenes Mal, das 
zum Zerdriicken der Betondruckzone ausreicht und so zum Bruch der Platte fihrt. 
Wahrend also beim Balken der Streckbereich der Eisen, gemessen an der noch mog- 
lichen Laststeigerung, rasch durchschritten wird, erfolgt dies bei den Platten in viel 
langsamerem Ma8e; dies driickt sich auch im Verhaltnis der Strecklast zur Bruch- 
last aus; fiir die Verhaltnisse 


Querbewehrung to: 0 (ey, 3h, 2), 3/, werden ae Verhaltnisse : a eee 


Lingsbewehrung 
the Bruchlast __ 9 2:6 2'8 2-9, 
y me Strecklast 
oe wahrend fir den Balken bekanntlich die Beziehung “# = rund 1-1 uate bleibt. 


Wenn man nun unter der Nutzbreite der een freigestiitzten, mit einer 


Punktlast belasteten Platte jene Breite versteht, auf die die Punktlast als Strecken- 
last gleichmahig aufgeteilt werden mu, um zu den gleichen Beanspruchungen zu 
i es kommen, wie sie durch die Punktlast erreicht werden, so wird mit den Bezeichnungen 


és, der Abb. 3 und mit dem von Nadai aufgestellten Ausdruck fiir das Biegemoment — 
Sf a-(a—a“)-P ee d 
Soe M it a: Dy a ahh: 
: 1 2sin= |) 
ES ag | PAL) ne |e 
, Gn 
ee x c 
¥ und hieraus mit € = = wdey = —- 
oe b 4x (1— 6) ie 
xe Be a i : as 
ae fst 1+ (1+ 9h, eee eas 
Diese Gl. (9) laBt sich angenahert durch die — 
; der Rechnung leichter zuganglichen Beziehung 
Pete? 
pre 2 11:5 — 304 & 
yt. Ba — 0:435 — 15-2 + ee 
a = 4 10:5 — 324-2 
ae = eat s 
ee: ersetzen. Darin bedeuten % = + —aund & = 05 — &. Die Gl. (9) und (10) beziehen 
sich auf den unendlich breiten Plattenstreifen, der mit einer einzigen Punktlast be- 
lastet ist. Die Biegemomente der Platte mit der endlichen Breite 6 lassen sich in ~ 
ae der Form ausdriicken mz) = Mzo + Mzo’, Worin m,, das Biegemoment im gleich- : 
Pee. artig belasteten Plattenstreifen und m,,’’ einen nur von den Seitenabmessungen der 
i Platte abhangigen Zusatzwert bedeutet. Der Beitrag von m,,’’ ist nur bei sehr - 
schmalen Platten von See wie. aus der folgenden Zusammenstellung zu cron 
: ist; hierbei ist fiir 100- aoe at gesetzt. Es ergibt sich 
7a fiir b:a=20 150  10und 0-4 
ae bei c:a =0°025 & = 1:2 4°3 15°2 916% 
am “wid ¢sa,=.0°25° th == 28 9°8 34°6 210M. 
a Die Gl. (9) und (10) behalten daher ihre Giiltigkeit auch fiir endlich breite Platten, 
as wenn die Punktlast wenigstens um 1:0 (bzw. 0° 75) a vom freien Plattenrand absteht — 
a und wenn dabei ein Fehler in Kauf genommen wird, der bei 
te den kleinsten Lastaufstandsflichen (2c = 0-05 a) 1:2 (baw. 
ae 4°3)% betragt und bei den gréBten Aufstandsflachen (2 c = 05 a) 
3 2°8% (bzw. 9°8%). <2 


Die Wirkung eines Lastzuges, in welchem die gleich 
groBen Lasten P in den gleichen Abstinden 7 einander 


Biegeflache 
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folgen, l4Bt sich nach Nadai unter Zugrundelegung” der 
Bezeichnungen nach Abb. 4 aus der Gleichung der 


nm ae: 


ve Sin 55 


-ermitteln. Es wird fiir den Lastort (« =f,y= . 
“ 1+» 1 Mux 

und umgeformt: oo an Pa mm ae faa 
4 , wt 1 . & 
: 
me: +t P Sa sint "22 (_14 Uyq), (12a) 
4 . : 
— -worin Mz’ das Biegemoment des sas einer einzigen Kinzellast belasteten Platten- 
: streifens und m,9" einen vom Lastabstand abhangigen Zusatzwert darstellt. Dieser 
Zusatzwert ist, da der Cs Set a eaiaa 
# xk mar | era Ae OAL mmr 
¢ 9 ete fh tar ree rere dC —Goig? yee 
rasch gegen Null konvergiert, leicht zu berechnen und es -ergibt on fiir m = 6 bei 
3 eS Lda 10a und 05a 
| Mag = 0°0007, 0:0034, 0-0167, 0°1007- P. 

‘ Die Fehler gegentiber dem Plattenstreifen mit nur einer einzigen Punktlast werden 
in Hundertteilen fiir >, — 94 L5a 10a 05a 
100-20 Men = 0-209 44 26°5 fiir c:a = 0:025 und 

) £0 : ; 
j 0-4 oF 10:0 60°9 fir c:a = 0°25. 


Ein Lastenzug, dessen Lastabstinde gréBer als die 1:5fache Plattenstiitzweite sind, 
beansprucht die Platte nicht mehr als eine einzige Last, wenn ein Fehler 0°9 bis 271% 
; in Kauf genommen wird. Die Gl. (9) und (10) sind daher fiir alle Lastenziige verwend- 
| bar, fiir welche r = 15a ist. i 
q Zieht man in Betracht, daB der Sicherheitsgrad der punktbelasteten, zweiseitig 
freigestiitzten Platten dadurch erhéht ist, daB der Bruch selbst bei nicht querbewehrten 
: Platten erst dann eintritt, wenn die rechnungsmaBigen Stahlspannungen den doppelten 
_ Wert der Stahlstreckspannung erreichen, so kann man die Fehler, die bei Vernach- 
lassigung des- Einflusses der begrenzten Plattenbreiten bis b =a und die Fehler 
durch die Vernachlagsigung des Einflusses der Nachbarlasten bei Lastenfolgen bis 
_f =a gemacht werden, diesem erhdhten Sicherheitsgrad gegeniiber. vernachlassigen. 
Da iiberdies die anrechenbare Nutzbreite kleiner sein muB als die Gesamtplatten- 
breite bei endlich begrenzten Platten und auch kleiner sein muB als der Lastabstand 
eines aus gleichen Lasten bestehenden eae haben die Gleichungen 


? Se beet Bn* (I) 
allgemeine Giltigkeit, wenn Platten mit 5 = a ausgeschlossen werden. Darin bedeutet 


- Bp, e = 0:435 — 1°5. & + 11°5 — 30°4 & es 
3 — + 10:5 — 3255 & 


fiir eine beliebige Laststelling und fiir die Tastefelling in der Mitte der Platten- 


stiitzweite (¢ = 0) Bh ip 3 0'498 + 11°5 (IIa) 
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(Hingegangen am 23. September 1946.) 


Elektronen-Feldtheorie. 
Von L. Flamm, Wien. _ 
Inhalt. : i 


Einleitung. Die neuere Entwicklung der Physik legt es nahe, die Faradayschen Ideen voll 
zum Durchbruch zu bringen. — § 1. Die Elektronen werden als elektrische Feldmaterie gedeutet. 


Jedes einzelne erfiillt als solche den ganzen Raum, in ihrer Gesamtheit durchdringen sie einander. 
Die Feldlinienstruktur der elektrischen Feldmaterie hat besondere linienmechanische Abwei- 
chungen gegen die Newtonsche Punktmechanik zufolge. Die elektrische Feldmaterie verformt 
sich durch Bewegung der elektrischen Feldlinien, welche durch deren Flachengeschwindigkeit 
beschrieben wird. Dieser Vektor spielte schon bisher in der Elektrodynamik eine fundamentale 
Rolle und wurde in Unkenntnis seiner wahren Bedeutung als magnetische Feldstarke bezeichnet. — 
Die erste Grundgleichung der Elektronentheorie von H. A. Lorentz entpuppt sich nunmehr 
als die Kontinuitatsgleichung der elektrischen Feldlinien, die zweite ist das dynamische Grund- 
gesetz der Linienmechanik. Dieses ist so beschaffen, daB es die Flachengeschwindigkeit der 
elektrischen Feldlinien quellenfrei beli&t, was in der Forderung der Quellenfreiheit der magneti- 
schen Feldstarke in der Elektronentheorie von H. A. Lorentz zum Ausdruck kam. — § 2. Die 
dynamische Grundgleichung der Linienmechanik wird zunichst am Spezialfall der ebenen — 
elektrischen Elementarwellen erlautert. Ihre durch H. A. Lorentz ausgefihrte Umformung auf 
punktmechanische Gestalt wird diskutiert. Die hierbei von diesem aufgestellte Formel der 
Elektronentheorie fir die elektromagnetische BewegungsgréBe ist aber erst linienmechanisch 
-verstandlich geworden. Auch eine einfachere Umformung des dynamischen Grundgesetzes wird 
entwickelt. Die Vorteile der dynamischen Grundgleichung in ihrer einfachen Formulierung der 
Linienmechanik gegeniiber der punktmechanischen Gestalt werden allgemein erértert. — § 3. 
Durch drei skalare Funktionen, welche die Bewegung der elektrischen Feldlinien und der Ladung 
bestimmen, konnte H. Bateman die elektromagnetischen FeldgréBen definieren und die rein 
kinematischen Grundgleichungen der Elektrodynamik erhalten. Die hierzu nétigen Definitionen 
und Herleitungen werden entwickelt. Ein wirkliches elektrisches Feld hat nur noch die dynamische 
Grundgleichung der Linienmechanik zu befriedigen, welche eine trilineare, homogene Differential- 
gleichung fiir die drei Batemanschen Funktionen nach sich zieht. Diese definieren auch eine 
punktweise réumliche Abbildung, wobei das Bildvolumen gleich der im abgebildeten Volumen 
enthaltenen Ladung ist, woraus sich gut verwertbare Beziehungen entnehmen lassen. — § 4. 
Statt auf die tbliche Weise durch unanschauliche Potentiale kann die Berechnung des elektro- 
magnetischen Feldes auch mittels der Batemanschen Funktionen erfolgen, denen an sich eine 
klare Bedeutung zukommt. Die Methode wird am Beispiel des statischen elektrischen Elementar- 
feldes und des axialsymmetrischen dynamischen Elementarfeldes vorgefihrt. 


Einleitung. 


tir Faraday war es geradezu ein Axiom oder, wenn sie es vorziehen, ein Dogma, 
dafs die Materie nicht da wirken kann, wo sie nicht ist. Faraday besa8 nach meiner 
Ansicht einen mathematischen Scharfsinn ohnegleichen, allein er hatte keine Schulung 
in der Analysis. Daher konnten die grofen Vorteile, welche die Vorstellung der Fern- 
wirkung fiir die mathematische Behandlung bietet, seinen Widerwillen nicht mildern, 
den er gegen die Vorstellung von Kraften empfand, die weit entfernt von ihrer Basis 
und ohne physischen Zusammenhang mit ihrem Ursprung wirksam sind. Er suchte 
sich daher die Wirkungen im elektrischen Felde durch ein Bild zu veranschaulichen, 
in welchem die Vorstellung der Fernwirkung durch etwas anderes ersetzt war, wodurch 
zwischen den aufeinander einwirkenden Korpern ein kontinuierlicher Zusammen- 
hang hergestellt wurde. Dies gelang ihm durch den Begriff der Kraftlinien.“‘ So 
sagt J. J. Thomson in seinen Silliman-Vorlesungen.1 Den Vorstellungen Faradays 
noch in weiterem Ma8e zum Durchbruch zu verhelfen, als dies bereits durch Max well 
geschehen war, bemiihte sich J. J. Thomson in besonderem MaBe. 


* Elektrizitét und Materie, 2. Aufl., S. 5. Braunschweig: Vieweg u. Sohn. 1909. 
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Diesen Bestrebungen schlo8 sich auch Norman R. Campbell an. Uber F aradays 


alos 


. Theorie auBerte sich dieser:2 


»faraday nahm an, daf der in der Umgebung von geladenen Korpern liegende - 
Raum von ,Kraftlinien‘ durchzogen wird, deren Enden mit Kérpern fest verbunden 
sind, die mit Elektrizitaét von verschiedenem Vorzeichen geladen sind. Die Linien 
verhalten. sich ahnlich wie elastische Faden, indem sie sich dauernd zusammenziehen 
und dadurch die Anziehung der entgegengesetzten Ladungen an ihren Enden ver- 
ursachen. Sie unterscheiden sich von elastischen Faden dadurch, da8 ihre Zusammen- 
ziehung unabhangig von ihrer Linge ist und da benachbarte Linien sich abzustoBen 
suchen.‘ e 

Aber erst als der Verfasser mit modernen Mittelm den Schwierigkeiten zu Leibe 
riickte, gelang ihm in einer Reihe von Abhandlungen, die Elektrodynamik auf eine 
ganz neue Grundlage zu stellen und die Fundamente der klassischen Physik so zu 
vertiefen, da nicht nur alte Schwierigkeiten endlich eine befriedigende Losung fanden, 
sondern begriindete Aussicht besteht, auch fiir die neuere Entwicklung der Physik 
geeignetere Unterlagen gewonnen zu haben.? Durch eine Fortentwicklung der Dynamik, | 
uber die Newtonsche hinaus, gelang eine Neuformulierung der Faradayschen Theorie 
auf mechanischer Grundlage, tiber deren nunmehrigen Entwicklungsstand die vor- 
hegende Abhandlung berichten soll. 


§1. Grundgleichungen. 


Der Verfasser hat die Elektronentheorie dahingehend erweitert, daB ‘nicht nur 
die elektrische Ladung, sondern auch das elektrische Feld atomistische Struktur be- 
sitzt. Die elektrischen Felder der elektrischen Elementarladungen sind die Atome 
des elektrischen Feldes und werden als elektrische Elementarfelder bezeichnet. Die 
elektriscle Erregung im elektrischen Elementarfeld der Elementarladung e wird 
durch die Formel dargestellt* 

z é 


D =e Brad x (1) 


zr” 


Coulombsches Gesetz. Ein Stromleiterstiick von der durch den Vektor | gegebenen 
Lange und Orientierung erzeugt beim HindurchflieBen eines elektrischen Stromes 
von der Stromstarke J ein Magnetfeld von der Feldstarke _ 


5 2 J {{ grad r] 


Asean s S. : 
Laplace (Biot und Savart)sches Gesetz. Der Strom kommt durch die das Leiter- 
stiick durchflieBenden Elementarladungen zustande, so daB die Beziehung gilt® 
De e,0; =J I. 


Das Magnetfeld des stromdurchflossenen Leiterstiickes ist also auch durch die Formel 
gegeben | , 


_ Le; [v; grad r] 
¢ pa § 4a 7 : 
Die einzelne Elementarladung e erzeugt bei ihrer Bewegung mit der Geschwindig- 
keit .» somit das Magnetfeld 
| g — 2b sradr] Se 


4m 7? 


2 Moderne Elektrizitatslehre, S. 6 und 7. Dresden und Leipzig: Theodor Steinkopff. 1913. 

8 In dieser Zeitschrift berichtete daritber bereits der Aufsatz des Verfassers: Der Mechanismus 
des elektrischen Feldes, H. 1/2, 105—117 (1946). 

4 Der Mechanismus des elektrischen Feldes, Gl. (13). 

5 Der Mechanismus des elektrischen Feldes, Gl. (16). 


_ Ladung, wie man sie bei der elektrischen Strémung in Leitern vorausset wt. 
Sie ist solange richtig, als man noch voraussetzen darf, daB die bewegte Ladung ihr =o 


Natiirlich ist diese Formel nur giiltig bei quasistationarer Bewegung d 
zen , 


Feld ohne jede Deformation, wie starr verbunden, mit sich fihrt, was bei geniigend 
kleinen Geschwindigkeiten und Beschleunigungen innerhalb der Genauigkeitsgrenzen 


immer erlaubt ist. Unter diesen Voraussetzungen kann man sie aber mittels (1) 


auch umformen zu 


5 = [vd]. a (3) 


Hierin bedeutet jedoch vy zugleich auch die Geschwindigkeit der elektrischen Feld-_ 
linien. Demnach erzeugen elektrische Erregungslinien, die sich mit der Geschwindig- 


keit » bewegen, ein Magnetfeld, das durch die Formel (3) bestimmt ist. Wahrend 


das Coulombsche Gesetz (1) und das Laplace (Biot und Savart)sche Gesetz (2): 


Fernwirkungsgesetze bedeuten, stellt ihre Umformung (3) ein N ahewirkungsgesetz 


dar und entspricht also der Faradayschen Theorie. Bei der Herleitung der Formel (3) 


waren zwar Einschrankungen tiber Geschwindigkeit und Beschleunigung der Zentral- 
ladung zu machen gewesen. Bei ihrer Formulierung als Nahewirkungsgesetz spielt 
aber die felderzeugende Ladung keine Rolle mehr und wir haben allen Grund,-diese 
Formel fiir den Zusammenhang zwischen bewegter elektrischer Feldlinie und erzeugter 
magnetischer Feldstarke als strenge giiltig anzusehen. Dieses Gesetz bei den Physikern 
allgemein zur Geltung zu bringen, hatte sich J. J. Thomson ganz besonders ein- 
gesetzt. 

Der Verfasser hat in seiner Neufassung der Theorie der Elektrizitat die Formel (3) 


herangezogen, um die magnetische Feldstarke einfach als Vektor der Flachen-- : 


geschwindigkeit der elektrischen Feldlinien zu definieren.* Wahrend er das elektrische 
Feld als materieller Natur auffaBt, erhalt so das Magnetfeld bloB die Bedeutung des 
Geschwindigkeitsfeldes der elektrischen Feldmaterie. * 


Das elektrische Feld ist mit. der elektrischen Ladungsdichte @ durch die Formel 


| div D = o> (4) 
verkniipft. Die elektrische Feldmaterie ist unzerstérbar, soweit es die elektrische 
Ladung ist. Auch die elektrischen Feldlinienréhren der elektrischen Elementarfelder 
bleiben mit der Kontinuitat der elektrischen Ladungen erhalten und kénnen blof& 
ihre Verteilung durch Bewegung verandern. é 

Die zeitliche Anderung des Flusses der elektrischen Erregungslinien 


e 


® = \ (Ddf) 


durch eine bewegte und dabei biegbar und dehnbar gedachte berandete Flache ist 
durch die Formel gegeben’ 


| (@ap) =| @ap 


D= = + vdiv D — rot [vy D], 

worin » die Geschwindigkeit der Flachenpunkte bedeutet. Bewegt sich die Flache 
mit der Ladung und elektrischen Erregung mit, so ist » die Geschwindigkeit der 
elektrischen Feldlinien, und ihrer Quell-Ladung und dann ist notwendig 


. 


D=0. sa) 


Fiir das elektrische Feld mu8 also die Kontinuitatsgleichung bestehen 


rot [vp D] = os yp div D wee 


® Der Mechanismus des elektrischen Feldes, Gl. (12). 
7 Abraham-Becker: Theorie der Elektrizitét, Bd. I, § 19. 
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Nach (4) bedeutet dies 


4 ae 


Li g dafitr, uae bei der Bewegung der slebermehén eae und ihrer 
Quellen mit der raumlich und zeitlich variablen Geschwindigkeit » So ncne Er- 


_Yegungslinien und Ladung nur ihre Dichteverteilung andern kénnen.$ 


Aus den Gl. (3), (4) und (5) folgert man 


rot § = + ov, . (6) 
die erste Hauptgleichung der Elektronentheorie von H. A. Lorentz. Diese stellt 
also. ‘weiter nichts als die Kontinuitatsgleichung des elektrischen Feldes dar. Wegen 
div rot § = 0 


folat aus (6) p a is 
Vv 


0 = 


a div. {o v}. 


é : 
<r + div {@ me 0, 


die Kontinuitatsgleichung der elektrischen Ladung. Diese ergibt sich also als unmittel- 
bare Folgerung aus der Kontinuitatsgleichung des elektrischen Feldes. 


Von besonderer praktischer Bedeutung in der Elektrodynamik ist das Faradaysche 


Induktionsgesetz, das sich fiir den leeren Raum auch schreiben la8t - 


b (® da) = 44 | Gay). ek) 

Es liefert unmittelbar die zweite Hauptgleichung der Elektronentheorie von H. A. 
Lorentz 1 @& 

rot D = Ser ia ae (8) 


Nach unserer Auffassung von der Bedeutung der magnetischen Feldstarke stellt 
die zeitliche Ableitung dieser Gréfe nichts anderes als die Flachenbeschleunigung der 
elektrischen Feldlinien dar. Die Gl. (8), welche diese Gré8e bestimmt, hat demnach 
die Bedeutung der dynamischen Grundgleichung der elektrischen Feldmaterie in 
ihrer einfachsten Gestalt. Aus ihr erkennt man unmittelbar, daB statische und statio- 
nare elektrische Felder, in denen keine Beschleunigung der Feldlinien auftritt, not- 
wendig wirbelfrei sein miissen. Nur Wirbel der elektrischen Erregung rufen eine diesen 
proportionale Flachenbeschleunigung der elektrischen Feldlinien hervor. 

Die Hauptgleichungen der Elektronentheorie sind also analoger Natur wie etwa 
die Grundgleichungen der Hydromechanik. Gl. (6) ist eine Kontinuitatsgleichung, 
Gl. (8) eine dynamische Grundgleichung. Wahrend aber die Hydrodynamik die 
Bewegung von Fliissigkeitsteilchen beschreibt, handelt die Elektronentheorie von 
der Bewegung von Feldlinien. Die Hydrodynamik ist demnach eine Punktmechanik, 
die Elektrodynamik aber eine Linienmechanik. Solange man nur die Punkt- 
mechanik kannte, stie8 die mechanische Erklarung der Elektrodynamik auf Schwierig- 
keiten. Nunmehr stellt sich heraus, daB8 eine besondere mechanische Erklarung der 
Elektrodynamik iiberfliissig war, denn sie ist selbst Mechanik, aber einer den beson- 
deren Verhaltnissen entsprechenden Art, namlich Linienmechanik. 


een div rot D = 0 


folgt aus (8) é div § 
ee (); 


ot 
Demnach ist div § zeitlich unveranderlich; den Wert, den div ) in irgendeinem 
speziellen Zustand besitzt, den mu8 sie auch in jedem anderen Zustand haben. Fir 


@ Eine direkte Herleitung der Formel (5) findet man in der Abhandlung des Verfassers: 
Algebraische Elektrodynamik. S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. Ila 144, 246—248 (1935). 
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das statische aoknisths Blementarfeld Ist P= 0, nach a) ist ee eal 7 0; 20 tA 
SOE Gatr i ee Me Oat 205i 
in diesem Falle und Bah allgemein, da man ja beliebige spezielle Ages ineinander _ 
tberfiihren kann.. 

Die Formeln (4), (6), (8) und (9) stellen samtliche Differontialploiohuntger der 
Elektronentheorie. von H. A. Lorentz dar. Als die grundlegenden Gleichungen der — 
Elektronen-Feldtheorie mu8 man wohl die Formeln (3), (4), (6) und (8) bezeichnen. 
Aus diesen haben sich jene folgern lassen. Die Grundgleichungen~der Elektronen- 
theorie von H. A. Lorentz waren aber Spezialisierungen der axiomatischen Maxwell- 
schen Gleichungen, deren Wahrheitsgehalt man nur in der Richtigkeit der aus ihnen 
gezogenen Folgerungen erblickte. Die Grundgleichungen der Elektronen-Feldtheorie 
sind hingegen schon unmittelbar versténdlich und von einem Bau, der sich sinngema8 
in die auf mechanischer Grundlage aufgebaute Physik einfiigt. 


-§ 2. Linienmechanik. ee ; 
Der dynamischen Grundgleichung der Linienmechanik § 1 (8) geben wir die 
sinngemaBere Gestalt 


2 = —c rot D. (1) 


Der gré8eren Einfachheit halber wollen wir diese Gleichung zunachst speziell fiir 
den Fall der ebenen elektrischen Elementarwellen 


| D = D° + D* (2) ° 
diskutieren, wobei wir | 
Se D° = font (3) 
| D* = D* (x,t) se 
voraussetzen.® Dann erhalt man aus (1) 
ae ='— c? [grad _D*; 7]. 
_ Wegen 
erad D* (a, t) = es i 
folgt weiter . ai 
ee eet 
Bh. sien ace 


Die Flachenbeschleunigung der elektrischen Feldlinien erfolgt also nach der Ebene 
ihres gréBten Dichteabfalles. Eine Stelle gréBerer Zusammendrangung elektrischer Feld-_ 
linien ist daher bestrebt, deren Auflockerung hervorzurufen, eine Stelle geringerer 
Dichte ihr Zusammenriicken. So wirkt sich die dynamische Grundgleichung der 
Linienmechanik (1) in’ dem diskutierten Falle aus und das Analoge haben wir auch 
allgemein zu erwarten. 

Bisher suchte man der Felddynamik blo& eine der Punktmechanik analoge Gestalt 
zu geben. Man bildete aus § 1 (8) zunachst 

[D rot D] = — [DI 

Unter Verwendung von?? . 


verre 
é fb =e 


® Der Mechanismus des elektrischen Feldes, Gl. (1), (3) und (4) zufolge. 
10 Der Mechanismus des elektrischen Feldes, Gl. (27). 


Aus § 1 (6) bildete man analog 


Den Ausdruck — 


Boe ete 


: : ; ‘ eu|D 48) = ro a Pee é (5) 
Macht man die Hilfsrechnung é sae 
[IV D1 D4 = (D7) D— =I Ss 


und weiter 


ci Sac, 


so wird man auf den Maxwellschen Spannungstensor 7’ des elektrischen Feldes 
gefiihrt, der durch 


eT? =99—1 1 (6) 


‘definiert ist. Das Ergebnis der Hilfsrechnung schreibt sich Rare 
[rot D, D] + Ddiv D = « div 7*. 


- Unter Heranziehung von § 1 (4) folgt schlieBlich aus (5) 


eee eee Ol os ee ee 


[S rot $] = [9] + 0 [Hv]. : 


Man kann umformen in Swe 


[8] + eb S)= lots. S1 ee ee 
Man macht die gleichartige Hilfsrechnung 3 ies a 
[17 $194 = (GP) 8- ZV) 3 
7 $191 + $7) =(7, 99 —4 97), - 


so wird man auf den Maxwellschen Spannungstensor 7” des magnetischen Feldes 
Beene der durch 


und weiter 


= ™=§§—>(6)1 eg 


definiert ist. Damit schreibt co das’ Ergebnis der Hilfsrechnung_ 
[rot 8, §] + Hdiv § = =, div Thp 
Unter Heranziehung von § 1 (9) folgt schlieBlich aus (8) ~ 
29 + #e [vy $] = div 7™. sete (EO) 
Durch Addition von (7) und (10) erhalt man 
ue (DH]+ of D+ u WH] |= div {76 + 7. 


g=u[D9] (11) 


- bezeichnete man als elektromagnetische Impulsdichte, der Ausdruck 


\ fp=.D+ubs) © (12) 

Poe -ponderomotorische Kraftdichte genannt und peer die aut die Ladung der 
EL SE wirkende Kraft. Ferner bedeutet 

fa= Div {7% ae (13) 


24* 


ae Kraftdichte de Movvellahen Spannungen des ele omagr : 
Verwendung dieser cas yee sich die dynamische ‘Grundgleich 


nunmehr Se 


Sie hat tatsachlich einen der Punktmechanik analogen Bau. 
Der Ausdruck (11) der Elektronentheorie von H. A. Lorentz hat aber den Charakter 
einer linienmechanischen Formel, da er die elektromagnetische Impulsdichte als 
Ae Linearform der Flachengeschwindigkeit § der elektrischen Feldlinien darstellt. Ihren 
x Faktor wee (15) 
mu man wohl als vektorielle Massendichte des elektrischen Feldes auffassen; dann 
a kommt auch die Schreibweise der Formel (11) in der Gestalt _ Sek 
Be | g =[m§] (16) 
dem aus der Punktmechanik Geldufigen am nachsten. Aber der linienmechanische 
Charakter des Ausdrucks kommt datin zur Geltung, da8 die Impulsdichte als Vektor- 
Bea? produkt aus vektorieller Massendichte und Flachengeschwindigkeit der elektrischen 
b> Feldlinien dargestellt ist. In der vektoriellen Massendichte ae die Linienstruktur 

~ der elektrischen Feldmaterie zum Ausdruck. 

Die Kraftdichte der Maxwellschen Spannungen des elektrischen Feldes allein ist 


‘ 
pS) 
ee ee ae ee ee ee ee ee 


se ee ee 


jenn 


topper 
: und seine ponderomotorische Kraftdichte — 
f° =+9. 


Mit diesen Bezeichnungen und bei Paes von (15) schreibt sich (7) 
fm] 4+ ott (17) og 
Der Herleitung von (7) gema8 stellt diese Formel eine blo’e Umformung der dynami- 
schen Grundgleichung der Linienmechanik (1) oder § 1 (8) dar. Ihr erstes Glied links 
: hat den Bau eines Vektorproduktes aus vektorieller Massendichte und Flachen- 
Be beschleunigung. Dieses stellt also die Dichte des Tragheitswiderstandes der elektrischen 
f Feldmaterie dar und hat also gleichfalls seine linienmechanische Besonderheit.. Sonst 
“gs ist (17) der tiblichen Form der dynamischen Grundgleichung der Punktmechanik 


f ganz analog gebaut. 
Die Kraftdichte der Maxwellschen Spannungen des ar Feldes allein ist 


i = div ™ ~" Eee 
und seine ponderomotorische Kraftdichte as } 


fm = mw [v §]. 


Mit diesen Bezeichnungen und bei Verwendung von (15) schreibt sich (10) | 
@. a Pi 
= - EG] + etm = tm (18) 


a Nach der durch Formel § 1 (3) ausgedriickten grundlegenden Voraussetzung der 

- “So Elektronen-Feldtheorie stellt das Magnetfeld ein bloBes Geschwindigkeitsfeld dar. 

ae : Die Krafte des Magnetfeldes wirken nach (18) auf die Feldmaterie massedindernd, 

~ a die Krafte des elektrischen Feldes suchen nach (17) dessen Flichengeschwindigkeit 
Hh abzuéindern. Die Summe von (17) und (18) ergibt zufolge (16) die dynamische Grund- 

4 gleichung (14). Bei Verwendung der dynamischen Grundgleichung in der Gestalt (14) 

ae - hat man also die Krafte und Spannungen des Geschwindigkeitsfeldes der elektrischen 


= 


eldmaterie mit in gests zu Spalleet: Die dynamische Grundgleichung in der 
Gestalt (17) erfordert nur die Pee ssonngime der Krafte und Spannungen des 
elektrischen Feldes allein. 


Der Ubergang zu den punktmechanischen Umformungen der dynamischen Grund- 


_ gleichung ist erforderlich, wenn die Dynamik der Elektronen zu behandeln ist. Fir 


die Dynamik der Feldmaterie selbst ist das Einfachste und Anschaulichste die Ver- 
wendung der dynamischen Grundgleichung (1). Die Rolle des so haufigen Gradienten 
im Kraftglied der Punktmechanik iibernimmt der Rotor in der Linienmechanik. 
Als axialer Vektor ist der Rotor der elektrischen Erregung gerade das geeignete Instru- 
ment zur Bestimmung des axialen Vektors der Flachenbeschleunigung der elektrischen 
Feldlinien. Der Zusammenhang dieser Gréf8en ist der denkbar einfachste; beide sind 
nur um einen konstanten Faktor verschieden. Der Rotorvektor bestimmt durch seine 


_Normailflache fiir die bestimmte Stelle die Ebene, in welcher das Feld sich rotorisch 


am raschesten andert. Die Grundgleichung (1) sagt aus, da8 in der gleichen Ebene 
auch die Flachenbeschleunigung der elektrischen Feldlinien erfolgt, der GréBe nach 
in einem konstanten Verhiltnis zum rotorischen Abfall der elektrischen Erregung. 
In diesem einfachen Bau des Grundgesetzes der Dynamik der Feldmaterie haben 
wir die Urform allen dynamischen Verhaltens zu erblicken. 


§ 3. Linienkinematik. 


Die hauptsachlich von J.J. Thomson vertretene Theorie der Bewegung elektrischer 


Feldlinienréhren wurde in einer groBen Zahl von Abhandlungen von H. Bateman 


mathematisch vertieft.1 Er geht aus von drei eindeutigen Funktionen 
: X =X (x,y,z, 0), 
Ur ae GER Ayana P (1) 
Ze Di (BPY;-2, t). 
Diese definieren zunachst die Schar bewegter elektrischer Erregungslinien durch 
Gleichungen 


Y (x, y, 2, t) = const, 
(2) 


SA (x, y, 2, t) = const, 


wobei die rechten Seiten als unabhingige Parameter aufzufassen sind. Dann laBt 
sich zeigen, dafi die elektrische Erregung durch den Ausdruck definiert werden kann 


® = X [grad Y, grad Z]. (3) 


“Man findet zundchst daraus 


div D = (grad X [grad Y, grad Z]) + X div [grad Y, grad Z]. 
Die vektoranalytische Formel 
div [AB] = B rot A— A rot B 
ergibt 
rot grad Y = rot grad Z = 0 


zufolge 
div [grad Y, grad Z] = 0. 
Es bleibt also nur bestehen 


div D = (grad X [grad Y, grad Z]). (4) 


Nach § 1 (4) ist somit die elektrische Ladungsdichte durch die Formel gegeben 


o = ([grad X, grad Y, grad Z)). (5) 
11 Philos. Mag. J. Sci. (6), 34, 405 (1917), wo die weiteren Literaturhinweise zu finden sind. 


Nimmt man zu (2) neck ie Gloichung | ; 


< “X (LA 4p, 2 t) —const. suey (6) ree 
4 hinzu, so ist durch diese drei Gleichungen die Bewegung von Punkten— a 
| t=r(t) ; N a an 


definiert, die sich mit Ladung und Feld mitbewegen. Fiir die Geschwindigkeit dieser 
Bewegung von elektrischer Ladung und elektrischer Erregung 


ae 
dt. 


Se 
U fen 
- 5 . s — 


i 


ie a nly KD. 


% a | alge die Bedingungsgleichungen 
3 (v grad X) a 0, 


. BS . (v grad Y) + am 0, ; (7) 


(v grad Z) + oe 


Aus den beiden letzten Gleichungen folgert "a weiter 


sb aenhimcntitesishaNanin eee dlies 


grad Y (v grag Z) — grad. Z (v grad Y) ashe = “ grad Y —— * grad Vinean 
ee, das ist 
a -* [v [grad Y, grad Z]] = Tae Z— grad Y. 
eo: mit X ergibt nach (3) ~ 


[vo D] = x {Fe adZ— grad Eh 


ae : _ So haben wir also die Formel fiir die POUR Se der elektrischen Feld- 
Tinien erhalten, die wir nach § 1 (3) schreiben 


| ee x {= grad Z —-% grad y}. ; (8) 
Ks Ba Man berechnet daraus oie 


rot) = [grad (X a} grad Z] + grad Y, grad (x al = 


Pe tr ins acta 


om 


bp ea eel EL eee Be Pe 


Sane ls grad see -, grad Z| ae a Y, grad al\+ ) | ess : 


a a [grad X, grad Z] ae + [grad ie grad A= 
aad as [grad Y, pad Z\— ee [grad Z, grad X |] — —— ~ [grad Xx, grad Y]. 
Anderseits folgt aus (3) : 
e ESA < [grad Y, grad Z] + a [grad Y, grad Z]. 


eo Damit erhalt man weiter 


ee ee 


rot § = nee [grad Y, grad Z] — [grad'Z, grad X] ——— * [grad X, grad Ae 

Bee: und mittels (7) schlieBlich 3 — 
= "4 rot § = + (v grad X) [grad Y, grad Z] + 
ae + (v grad Y) [grad Z, grad X]+ (v grad Z) [grad X, grad Y]. (9) 
Bi Versuchen wir die Vektordarstellung ony 

vy = w [grad Y, grad Z] + v [grad Z, grad X] + w [grad X, grad ¥], (10) os 


) zh lten wir Fat as zur EoeerAne der Koeffizienten u, v, w die Gleichungen 
"4 (v grad X) = u ([grad X, grad Y, grad Z)), 
(v grad Y) = v ([grad X, grad Y, grad Z}), 
; (v grad Z) = w ([grad X, grad Y, grad Z}). 
Multipliziert man nunmehr Gl. (10) mit Gl. (5), die linke Seite mit der linken, die 
rechte Seite mit der rechten, so erhalt man den zuletzt abgeleiteten Relationen mufolges 


@ »v = (v grad X) [grad Y, grad Z] + (v grad Y) [grad Z, grad X] + 

+ (v grad Z) [grad X, grad Y]. 
Demnach bedeutet (9) 
. rot § = + ob, (11) 


die Kontinuitatsgleichung der elektrischen Feldlinien § 1 (6). 

Man erkennt also, da8 man mit Hilfe der Ansitze (1), (3) und (5) die folgenden 
Grundgleichungen der Elektronen-Feldtheorie rein kinematisch befriedigt: § 1 (3), 
§ 1 (4) und § 1 (6). Dazu konnten die drei Funktionen des Ansatzes (1) beliebig ein- 
deutig ausgewahlt werden. Kin elektrisches Feld mu8 aber auch die dynamische 
Grundgleichung der Linienmechanik § 1 (8) befriedigen. Dadurch werden den Ansatz- 
pean oe ie auferlegt. Durch zaonaichung von (3) und (8) schreiben 
sich diese 


rot {X [grad Y, grad Z]} ae a {x grad Z — BOS grad ig y= 0 (12) 
und sind trilinear homogen. 
Durch die Gleichungen (1) wird eine punktweise Abbildung ee r-Raumes mit 


den kartesischen Koordinaten 2, y, z auf den t-Raum mit den kartesischen 
Koordinaten X, Y, Z vermittelt. Die abgebildeten Volumelemente stehen dabei 


in der Bezieh 
ve dV =-([grad X, grad Y, grad Z)) dv. 


Zufolge (5) bedeutet dies 
dV =o dv. 


Die in einem Volumen des r-Raumes enthaltene Ladung ist daher durch die Doppel- 
gleichung bestimmt 


Q=\ed=\ar. (13) 


Setzt man die Hiille des Raumgebietes nur aus Flachen der Scharen (2) und (6) zu- 
sammen und definiert insbesondere : 
x 
Q =| 


so erhalt man durch Integration — 
ree tN 3 G4) 


(" ("aX -dY- dZ, 


o- 0 


§ 4. Spezielle Felder. 


Fiir die nun folgenden speziellen Anwendungen ist es geeigneter, im r-Raum raum- 
liche Polarkoordinaten einzufiihren. Die as pies lautet fiir sie! 


an m ae) 

[se 7 sin O ot (eer Tr 00° ' ” 

Wir machen zunachst die Anwendung auf fe statische elektrische Elementarfeld, 

indem wir spezialisieren 
S.- 


12 Siehe die Arbeit des Verfassers in den 
nismus elektromagnetischer Wellen, § 3, Gl. (8 


B. Akad. Wiss. Wien, Abt. Ila (1944): Der Mecha- _ 
3). : 


sale : 12) au 
Mack eh ed ta EI} =0 
7 d0’ rsin 0 dp 
und ergibt reduziert 


Ay 


“Man rechnet nach (1) 
sale ' on | 

~ Fsin O | op 
Es ist'® ; 


Daraus ergibt sich 


und so folgt 


Man erhalt daher aus (3) weiter 
KS aed o 
| grad (= sin 3 ie a) us | oa 
oder 
dY dZ 


[nV] aa sin ® dd dy aie 


Nach (1) ist 


Man kann somit in (6) den ree Sry wegkiirzen und erhalt schlieBlich 
7 dz Bet av So ei anamae 
"dg dd \sin & we) osm? o dd dg — 
Diese Vektorgleichung fiihrt auf die skalaren Gleichungen 


eo eae a¥) = 
se ae) oS 


und 
Man erhalt zunichst die Zwischenintegrale : 
lee re . = 
sn? dd | 
und . = 
dZ ; q 
ee tex ee 
dy . 


wobei die Integrationskonstanten einfach Eins gesetzt werden. Mit den Rand- 
bedingungen : 


Y-(0) 0; SS 2 40pm 

gibt die weitere Integration schlieBlich die Lésungen < 
Y = 1— cos #, ‘ ae (9) a 

L=Q. CLO} ae 

8 Der Mechanismus elektromagnetischer Wellen, § 3, Gl. (6), (81) und (82) zufolge. eat 


F a =~ as 
4g 5 3 : ; ; — — a N, grad Y SS rT > 0, grad Z mcnrarrere cL. (11) 
4 us § 3 (5) folgt daraus Somes 
; rn 9 dr * 
ine edotitet gunachst 
; 0 = e() (12) 
und weiter : 
: X= Ae o (r) r? dr, eeaatley 


: 
Ss 
xz 
7 

3 
4 
ce 


- Daher folgt fiir (13) 


é freien Gebiet 


a ES — X =X (r) 


-vorlaufig ean unbestimmt. 
Mittels (1) ss man nunmehr weiter 


sin 3 


wenn man aia hier analog die Randbedingung 
X (0) =0 
voraussetzt. Formel § 3 (14) ergibt. (9), (10) und (13) zufolge 
Q (r, 8, p) = (1—cos 8) @ \"o(r) dr. 
Der volle Bereich von $ und ¢ liefert - 
Q (7, m, 2%) = 40 AG (7) 7? dr. 
Bedeutet a den Radius der Elementarladung e, so gilt fiir alle 


r2>a 


' notwendig 


3 
See 2 
e=4x \o(r)r dr. 


X=— fir r>a, (14) 


Im ladungsfreien Gebiet hat X einen konstanten Wert. = 


ea Oe 


es =const, g~= const 


als Gleichungen der elektrischen Feldlinien, was tatsachlich ein Radialfeld bedeutet. 


Formel § 3 (3) liefert fiir das ladungsfreie Gebiet nach (11) und (14) 


eaae 


fiir die elektrische Erregung im statischen elektrischen Elementarfeld, in Uberein- 


stimmung mit der Darstellung § 1 (1). 
Auch im dynamischen elektrischen Elementarfeld kann man iiberall im ladungs- 


X = const (15) 


-voraussetzen. bone kiirat sich X aus der Bedingungsgleichung § 3 (12) heraus, die 


sich dann auf 


: 2 Se 
~ rot [grad Y, grad Z] + = ae ale aed 2 grad yt = 0 (16) 
-reduziert. Fir ein axialsymmetrisches dynamisches Feld machen wir den Ansatz — 
Sone yee fr, 3, t), i= L (p). (17) 
Es folgt — 
; Jae Y=n a eee 


ated Vigo | 
Man erhalt zunachst _ ‘: 2 


[ade {te okun ek) 
[grad Y ered 2) and ae oe a8 or 


Mit Beriicksichtigung von (5) findet man weiter 


Ton eeoe =) | 
sind 08 dp/’ 


rot [grad Y, grad Z] = grad ( 


Tig, (Oke dZ)\ ciety pee kame (9 
—| grad (a a or ae) [ee or do (19) 
Man erhalt der Reihe nach mittels (1) 
1 aY dZ Ris Pc MOMSTOZ me 2 
lerad (rae a8 ce) | We cn 8 dp 
es feel eS fio) Aa ee az oD yee pee 
ae op r Seana a0 dp resin? d 36 de °F 00 \sin B 08) dp’ 
1. eX <dZ ee hak fc 
=| grad eG or ey |= [0 V] rsind ér dp 
Picf eateghe a ee eee - : 
es oy ee or dy 
See esa OL OL. Voie CL em v3 m1 oY dZ 
°) sin? @ © or. dg rsind dr? dp § resin d Or dy 
tae . ENN ora a | Ip aa 

; rot 0 = ag |i 6) OS ta weet cs 
Aus (4) folgt See 

io) | ee OO os 

| : mze]=0, [ogg] =m 
und so ist schlieBlich : 
i Oe m  a¥ dZ 
ha ain BL Or dep TO On os Figin er dg * 
Aus (19) folgt also weiter 4 : Sage . 
J oY 0 OY) @Z 
rot [grad Y, grad Z] = = ore aaa ee ' 
Bae ia Cl ee aZ 
ae oe er arf oleae se) dy * 
Demzufolge liefert (16) unter Verwendung von (18) 

1 { ee 2b ao m1 Geto ele edse Caraibi LY | den 
7? sin? } or r OOS dg rsin 3 | dr? 72 OO \ Sine 5) ec | de dp 
Diese Vektorgleichung fihrt auf die skalaren Gleichungen 

GEIY sin } 5( OP Ore ok ol A 2 
or r @O\sind ad ) ~ @ OP (20) 
und 
(ep 
Me RR Na he 
die letzte stimmt mit (8) iiberein. 
Auch in dem nunmehr behandelten Fall gilt also die Lésung (10) 
- ' Z ae Q. 
Die Formel § 3.(14) hat nunmehr den Bau 
Q (7, 8, 9) = Pee aig 


insbesondere gilt 


Q(r, 8,20) +2aX-Y(r, 9,2). 


‘re ee 
We 


Sige Mine ae tepae ry Gras One a Ue ae xine y ; 
aoe ae ore k: Ma ‘izen, Vektoren und Tensoren. 371 


= 


Man kann im ladungsfreien Gebiet in (20) statt ¥ auch Q schreiben, das sich fiir se 


_ vollen Bereich y = 2a nur um einen konstanten Faktor unterscheidet, aber auch 


im allgemeinen Fall (21) nur um einen Faktor verschieden ist, der von den una bhangigen 
Variablen der Differentialgleichung nicht abhingt. Das Integrationsproblem der 
Differentialgleichung (20) hat der Verfasser schon friiher eingehend in einer Arbeit 
behandelt, Die Linienmechanik. der elektrischen Feldmaterie,.™4 

Da auch die Formel aus (11) 


und ferner in Hinblick auf (18) 


ot 


“bestehen bleibt, so erhalt man nach § 3 (3) 


f oe Sen 


i rsin & [grad Y, m] (22) 
und nach § 3 (8) 
~ BX: oY : ; 
9 = Fane aM (23) 


Man kann in diesen fiir den Bereich des quellenfreien Feldes geltenden Formeln 
auch willkiirlich 
xX =] 
setzen, da Y als Integral der homogenen Differentialgleichung (20) ohnehin mit einer 
willkiirichen Konstanten multipliziert werden kann. 
Hs liefern also die Gl. (22) und (23) aus den Integralen von (20) unmittelbar die 
Felder. Die behandelten Spezialfalle haben gezeigt, wie man die linienkinematischen 


Ausgangsfunktionen § 3 (1) unmittelbar ermitteln und fiir die Feldberechnung ver- 


werten kann. 
SchluBbemerkungen. 


Wenn ich diese Abhandlung Karl Wolf zum .60. Geburtstage widme, soll dies 
auch in Erinnerung daran geschehen, dai wir beide unsere erste griindliche Ausbildung 
in der Theorie der Elektrizitat zusammen erhalten haben als Studenten in der aus- 
gezeichneten Vorlesung unseres unvergeBlichen Lehrers Fritz Hasenohrl. 


(Bingegangen am 26. September 1946.) 


| Matrizen, Vektoren und Tensoren. 
Von A. Duschek, Wien. 


Matrizen, Vektoren und Tensoren sind mathematische Begriffe. Mathematische 
Begriffe pflegen im allgemeinen eindeutig definiert zu sein, so daB die Entscheidung, 


ob irgendein Ding unter einen solchen Begriff fallt oder nicht, keinerlei Schwierig- 


keiten bereitet. Aber bei den oben genannten Begriffen kann man sich nur zu oft 
des Eindruckes nicht erwehren, daB da etwas nicht in Ordnung ist, denn die Beispiele 
einer mifSverstandlichen, oft geradezu:falschen Anwendung haufen sich vor allem in 
der technischen Literatur der letzten Jahre in einer recht auffalligen Weise. Kine 
Ursache dafiir mag sein, daB diese Begriffe irgendwie in Mode gekommen sind — 
eine bei mathematischen Dingen héchst sonderbare Erscheinung — und daher gerne 
auch von Leuten verwendet werden, die sich nicht geniigend mit ihnen vertraut 


gemacht haben. Auf der anderen Seite mu’ aber auch zugegeben werden, daB die 


14 Erscheint in den S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. Ila (1946). 


Mathematiker als die eigentlich Berufenen und Verantwortlichen hier 


Unterlassungssiinde begangen haben, indem sie sich zu wenig mit den Anwendungen = 


befa8t und manchmal auch eine durch persénliche Vorlieben bedingte einseitige Pro- 


paganda fiir den einen oder anderen Begriff oder Methode getrieben haben. DaB die 3 


Begriffe und Methoden der Matrizen- und Tensorrechnung bei richtiger und zweck-. 
< maBiger Handhabung auch fiir den Techniker eine wirklich wertvolle Bereicherung 
ee, des mathematischen Riistzeuges sind, dartiber kann kein Zweifel bestehen. Ich glaube 

daher, da& der Versuch, den ich im folgenden machen will, einen Beitrag zur Klarung 

der Begriffe zu geben, sehr* wohl am Platz sein diirfte.? 

Ich beginne mit den Matrizen. Unter einer Matrix versteht man jedes Schema 
von Zahlen oder Funktionen, den Elementen, die in Form eines Rechtecks mit m Zeilen 
und » Spalten angeschrieben sind. Die meisten Zahlentabellen fallen unter diesen 
allgemeinen Begriff. Eines der wichtigsten Anwendungsgebiete des Matrixbegriffes— 


ee in ist die Theorie der linearen Gleichungen und, teilweise damit zusammenhangend, 
Hi die Theorie der linearen Transformationen ; a 
£ i - “3 n 
a Yj —— a,x, (9 =1, 2,..., 2); oa 
£ et ; i= 4 . 
die n? Koeffizienten a;; von (1) bilden eine quadratische Matrix 
tbat Migr Cee 
el querer os 4 tay 
- m1 Gna: + -Ann 
i DaB man hier die n? Zahlen oder Funktionen a,;,, wie es ja allgemein iiblich ist, mit 
é einem einzigen gotischen Buchstaben 2 bezeichnet, ist eigentlich ein recht kiihnes 
aan Unterfangen, tiber dessen Tragweite man sich im klaren sein soll. Dieses % ist ein 
ee bloBes Symbol, das tiber die besondere Art der a;; natiirlich gar nichts aussagen 
ae kann, sondern uns nur in die Lage versetzt, gewisse allgemeine Beziehungen zwischen 
~, Matrizen in einer kurzen und tibersichtlichen Weise anzuschreiben. Matrix (2) und 
ae Transformation (1) sind eine durch die andere bestimmt. Fir derartige Transfor- 
Rtgs 2. mationsmatrizen — und nur fiir diese — gilt ein ganz bestimmtes Multiplikations- 
Bo _gesetz, das sich aus der Zusammensetzung zweier Transformationen ergibt. Ist 
es namlich neben (1) 
Tein at - Us 
ae + 2, = pas b.syi) (R= 1, 2,..., 0) (3) 
| Fer wat 
ap eine zweite lineare Transformation mit der Matrix 
te By Oy... Din 
i se ‘ : bs Ore eee One : 
3 oie ec | (4) 


; bay Dngk oO aw 
so findet man durch Elimination der y; aus (3) und (1) 


n nN 
z= dD) by; Py a;,", (k=1,2,...,n) (5). 


ja 


_ + Den Teil der folgenden Ausfithrungen, der sich auf die Vektoren und Tensoren bezieht, | 
findet der Leser auch in der Einleitung zu dem demnichst im Springer-Verlag, Wien, erscheinenden 


Buch: A.Duschek und A. Hochrainer: Grundzige der Tensorrechnung in analytischer 
Darstellung. ; : 
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a ee i a ee a 


. 
. 
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— setzt 


ae ae pak Chi x; (k —e 1, 2, Ce n). , (7) 


zusammen, deren Koeffizienten c;, sich durch die Beziehung (6) aus den Koeffizien- 
ten a;; und b,; der beiden urspriinglichen Transformationen berechnen lassen. (7) ist 


- die aus (1) und (3) zusammengesetzte Transformation; es ist aber tiblich, die Trans- 


formation (7) als das Produkt der beiden Transformationen (1) und (3) — in dieser 
Reihenfolge — zu bezeichnen, und diese Ausdrucksweise hat man dann auch auf die 
Matrizen tibertragen; man nennt die Matrix 


= 


Ci Cro © patie Cy 7 
ao Cor Cog » ++ Con (8) 
: niCn2-+-Cnn : 
da® Produkt der beiden Matrizen % und 8. Man schreibt 
C= SY, (9) 


wobei die Faktoren von rechts nach links zu lesen sind, damit die Reihenfolge der 
Faktoren mit der Reihenfolge der beiden Transformationen iibereinstimmt: Man 
geht ja zuerst von den x; zu den y; und dann von diesen zu den z, tiber. Man kann 
nun in der Symbolik der Matrizen noch ein Stiick weitergehen. Die Veranderlichen x; 
(und ebenso die y; und z;) bilden ja auch Matrizen, allerdings keine quadratischen, 
sondern solche, die aus einer Zeile und n Spalten (oder aus 7 Zeilen und einer Spalte) 


bestehen. Derartige einreihige Matrizen nennt man Vektoren. Schreibt man dem- 


gemaiB den Vektor symbolisch mit einem kleinen gotischen Buchstaben 
- Uy 
ig Xe 


E = (a, %_-..%,) oder y=[ (10) 
‘ gen my 
und erklart das Produkt % x des Vektors x mit der Matrix % durch die rechte Seite 
der Gl. (1), so nimmt die Transformation (1) das einfache Aussehen 


y= Uy enti Ey 

an. Ebenso wird (3) 
| ; | eT 8 | . (12) 
und daraus gewinnt man das Produkt der beiden Transformationen in der Form 
3=B(Ar) = (SAr=Cx (13) 


(daB das assoziative Gesetz gilt, kann man leicht nachweisen). Zu lesen ist (13) — 
natiirlich wieder von rechts nach links, xy ist die Ausgangsmatrix, darauf wird zuerst 


die Transformation %, dann die Transformation 8 angewendet, wodurch man zur 


Matrix 3 kommt. Das ist von bestechender Hinfachheit und schaut gut und elegant 
aus. Aber eines mu man sich dabei doch ganz grundsatzlich und unter allen Um- 


_ standen vor Augen halten, daB naimlich jedes solche symbolische Verfahren 
seine Existenzberechtigung einzig und allein aus seiner ZweckmaBig- 


keit und nicht aus einer scheinbaren Einfachheit und Eleganz allein 


schépfen kann! Das scheint zwar ganz selbstverstandlich, wird aber leider sehr 


iis 


oft nicht: gentigend beriicksichtigt. Sehen wir uns doch unser Produkt etwas na. 
an! Durch dieses Nebeneinanderschreiben von gotischen Buchstaben ist doch tiber- 
haupt nichts tiber die Art der Verkniipfung ausgesagt, die erst durch die Gl. (1) und (6) 


_ erklart wird. Die Frage ist die, ob dieser Nachteil, der sich vor allem bei numerischen 


Rechnungen auswirkt (eine Matrix mit numerisch gegebenen Elementen kann man _ 

doch nur mehr durch Anschreiben aller Elemente angeben!), wirklich durch den 
Vorteil der kurzen und eleganten Schreibweise mit den gotischen Buchstaben kompen- — 
siert wird. Die Gl. (1), (3), (5), (7) und (6) sind doch eigentlich schon recht einfach — 
und sie haben den Vorteil, daB sie die Rechenvorschrift unmittelbar enthalten, also 
keines weiteren Kommentars bediirfen. Sind die Gl. (11), (12), (13) und (9) wirklich 
so viel einfacher, da& sich die Einfiihrung von Symbolen tiberhaupt lohnt? Dazu 
kommt noch eines: Wir konnen die ersteren Gleichungen durch ein ganz simples 
Ubereinkommen noch weiter vereinfachen. Beachten wir, daf die Summations- 
indizes — 7 in (1) und (7), 7 in (3) und (6), ¢ und 7 in (5) — tiberall genau zweimal 
vorkommen, so kénnen wir doch offenbar das Summationszeichen ganzlich weglassen, 
wenn wir tibereinkommen, daB iiber jeden in einem Ausdruck zweimal vorkommenden 
Index automatisch von 1 bis m zu summieren ist. Die Gleichungen gehen dann tiber in 


Ys = 25; X, : al’) 
ay = Dx; Y3> : (3’) 
Zp = Oy; Aj; Liz (5’) 
O15 Ui = Chir (G2) 
2p = Cuz V;. (Ts) 


Gewi8 ist die Schreibweise dieser Gleichungen noch immer nicht so einfach wie die 
mit den gotischen Buchstaben, aber, wie schon erwahnt, ist sie unmittelbar und ohne 
weitere Erklarung verstandlich und fiir die numerische Rechnung direkt zu verwerten. | 
Ich personlich glaube demgegentiber nicht an die Existenzberechtigung der Symbolik - 
der gotischen Buchstaben. 

Ich moéchte hier noch eine Bemerkung anschlieBen, die mit dem Vorstehenden 
allerdings nur in einem losen Zusammenhang steht. Man hat sich in der modernen 
Algebra daran gewoéhnt, alle Verkniipfungen, die dem distributiven Gesetz geniigen, 


_als Produkt zu bezeichnen. Gegen diese Gewohnheit 1a8t sich aber sowohl vom prinzi- 


piellen wie auch vom praktischen und didaktischen Standpunkt einiges einwenden. 
In prinzipieller Hinsicht vor allem, da dadurch die Multiplikation von der Existenz 
einer zweiten Verkniipfung, der Addition, abhangig wird, die aber oft gar nicht gegeben 
ist, wie z. B. in der Gruppentheorie. Vom praktischen Standpunkt ist festzustellen, 
daB der Techniker und Physiker zuerst und vor allem mit reellen und bestenfalls noch - 
mit gewodhnlichen komplexen Zahlen rechnet. Die Multiplikation der komplexen 
Zahlen geniigt aber stets dem kommutativen und assoziativen Gesetz. Dasselbe gilt 
von der Addition, von der sich im komplexen Bereich die Multiplikation vor allem — 
dadurch unterscheidet, daB aus dem Verschwinden des Produktes das Verschwinden 
mindestens eines Faktors folgt. Aber diese, wie mir scheint, sehr wesentliche Eigen- 
schaft geht ebenso wie die Giiltigkeit des. kommutativen und assoziativen Gesetzes 
bei den verallgemeinerten Produktbildungen der modernen Algebra in der Regel 
verloren: Aus dem Verschwinden des Produktes zweier Matrizen — eine Matrix, ist 
bekanntlich dann und nur dann gleich Null, wenn alle Elemente Null sind — folgt 
beispielsweise durchaus nicht, daB mindestens einer der Faktoren die Nullmatrix 
ist. Es wire mir lieber, wenn man fiir diese Verkniipfungen einen anderen Namen 
gefunden hatte, aber dagegen wird man heute wohl kaum mehr etwas machen konnen. 

- Was nun insbesondere das durch (6) definierte Matrizenprodukt betrifft, so habe 
ich oben schon festgestellt, da diese Definition nur fiir Transformationsmatrizen 


= gilt. Es ware ohne 
_ auch zu einer ganz anderen Erklarung des Produktes zweier Matrizen kommt, z. B. 
in der Form: Das Produkt zweier gleichartiger (d. h. daB sie gleich viele Zeilen und 
Spalten enthalten) Matrizen ist eine Matrix, deren Elemente die Produkte der ent- 


FART Peg Cte 

EPR i a Sp (etecel rae 13% 

a oren und Tensoren. 
IK: Case ay i : 


weiteres denkbar, daf man in einem anderen Zusammenhang 


sprechenden Elemente der beiden urspriinglichen Matrizen sind, fiir die also 
Cin = 4; % Oey 

an Stelle von (6) gilt. Bei der héchst allzemeinen Bedeutung des Matrixbegriffes 
ist es in sehr vielen Fallen aber einfach sinnlos, von einem Produkt zu sprechen oder 
ein solches einfiihren zu wollen. Wenn etwa zwei Systeme linearer Gleichungen mit 
nm Unbekannten und numerisch gegebenen Koeffizienten vorliegen, so hat es wohl 
einen guten Sinn, sich tiber die Struktur der Liésungen Aufschlu8 zu verschaffen, 
indem man den Rang der Gleichungsmatrizen ermittelt. Aber welche Bedeutung 
sollte wohl ein irgendwie gebildetes Produkt der beiden Matrizen haben? 

Geometrisch lassen sich die linearen Transformationen auf zwei verschiedene Arten 
deuten, die vom algebraischen Standpunkt gleichberechtigt, vom geometrischen aber 
ganz wesentlich verschieden sind, je nachdem man die x, und y; in (1) als die Koordi- 
naten zweier im allgemeinen verschiedener Punkte in bezug auf ein und dasselbe 
kartesische (affine) Koordinatensystem auffaft — Punkttransformation — oder 
als Koordinaten ein und desselben Punktes in bezug auf zwei im allgemeinen verschie- 
dene kartesische (affine) Koordinatensysteme — Koordinatentransformation. 
In beiden Fallen wird wegen der geometrischen, Kigenschaften — Erhaltung von 
Inzidenz und Parallelitét — (1) als affine Transformation bezeichnet. 

Die Gesamtheit aller affinen Transformationen bildet eine Gruppe, die affine 
Gruppe, deren Invariantentheorie die affine Geometrie ist. Ein wichtiger Sonderfall 
der allgemeinen linearen Transformation ist die orthogonale, bei der die Koeffizienten 


den Relationen 
n 


> Ui; Ait = Oj~ » - a8 fe (15) 
und als Folge davon ‘ 
24: Ans = Oj n (16) 


geniigen. Das Koordinatensystem wird man zur geometrischen Deutung dann selbst- 
verstandlich auch orthogonal nehmen, also mit aufeinander senkrechten Achsen und 
gleichen Einheitsstrecken auf diesen. Die orthogonalen Transformationen bilden eine 
Untergruppe der affinen Gruppe, die als Bewegungsgruppe* bezeichnet wird, 
deren Invariantentheorie die euklidische Geometrie ist und die im Fall » = 3 mit 
der elementaren Geometrie des dreidimensionalen euklidischen Raumes’ tiberein- 
stimmt. Ihre fundamentalen Invarianten sind die Langen und Winkel. 

Was ich bisher iiber die Matrizenrechnung und ihre Anwendung gesagt habe, 
gilt in viel hdherem Mae auch von den Vektoren und Tensoren (oder Affinoren). 
Hier scheint mitunter jede Einsicht zu fehlen, was eigentlich ein Tensor ist und wann 
die Begriffsbildungen der Tensorrechnung mit Vorteil anzuwenden sind. So werden, 


um nur einige Beispiele zu nennen, in einem recht bekannten Lehrbuch der technischen 


Mechanik sechs Ausdriicke als Komponenten des Spannungstensors bezeichnet, die 


- niemals ein Tensor,sein kénnen, und in einem an anderer Stelle erschienenen Aufsatz 


iiber kritische Drehzahlen einer mit Schwungmassen belasteten Welle wird in einer 
geradezu grotesken Weise mit den Begriffen der Tensorrechnung herumgeworfen, 
ohne daB auch nur die geringste Berechtigung dazu besteht. Der Verfasser behandelt 


2 Genauer ,,erweiterte Bewegungsgruppe, weil darin auch die Umlegungen (z. B. Spiegelungen) 
enthalten sind, die keine Bewegungen im strengen Sinn sind. 


- Darstellung iiber, indem er drei Massen auf der Welle annimmt und diese drei M: sen 
als Komponenten eines Vektors bezeichnet. Ein besonders krasser Fall ist aber der’ 
eines amerikanischen Autors, der die Tensorrechnung geradezu mit Gewalt auf die — 


fi ; ah ut i é ; 
zuerst den ,,skalaren“ Fall mit nur einer Masse und geht dan ve 


Theorie der elektrischen Maschinen und Netze anwenden will, sich bis zu den Begriffen 


, absolutes Differential’: und ,,Kriimmungstensor“ versteigt und dariiber dicke Bicher 


und lange Serien von Abhandlungen verdffentlicht. Es hatte nicht viel Sinn, tiber 
solche Dinge auch nur ein Wort zu verlieren, wenn sie nicht geradezu symptomatisch 
waren, und wenn nicht die Gefahr bestiinde, daB hier ein wertvolles und ungemein 
leistungsfahiges Instrument durch miSbrauchliche Anwendung in den Augen der 
Zuschauer verdorben und in Mifkredit gebracht wird. DaB ich hier keine Gespenster 
sehe, wird mir jeder bestatigen, der mit Technikern in den Forschungsabteilungen 
und Berechnungsbiiros tiber die Sache gesprochen hat. ,,Die Vektoren’’ — meist 
bleiben die Leute ja schon bei diesem Begriff stehen — ,,mégen ja etwas ganz Schdnes 
sein, aber wirklich rechnen kénnen wir doch nicht damit‘, das ist fast die stereotype 
Antwort, und deutlicher kann man wohl nicht zum Ausdruck bringen, daB die Vektoren 
und erst recht die Tensoren in MiBkredit geraten sind, und das bei Leuten, die sie 
doch sehr gut brauchen und damit rechnen kénnten, wenn sie nur. wiBten wie. 
Schuld an diesen bedauerlichen Zustainden ist eine recht merkwirdige Tatsache. 
Auf der einen Seite haben die Mathematiker in den letzten Jahrzehnten ein Rechen- 


verfahren entwickelt, das in der Regel als ,,Tensoranalysis‘‘ bezeichnet wird, ein — 
Instrument von hochster Vollkommenheit ist und die groBen Fortschritte auf dem ~ 


Gebiete der allgemeinen Differentialgeometrie iiberhaupt erst erméglicht hat. Diese 
Entwicklung ist von einem Impuls ausgegangen, den die Physik durch die Relativitats- 
theorie gegeben hat, aber die vierdimensionale Raum-Zeit-Welt der Relativitats- 
theorie mit ihrer allgemeinen Metrik ist nicht das, was vor allem die Techniker brauchen. 
Diese arbeiten nach wie vor im altehrwiirdigen dreidimensionalen euklidischen Raum, 
wo mit all den schénen Worten und Namen der allgemeinen Methoden nicht viel 
anzufangen ist, wenn man nicht auf solchen Unfug verfallen will wie die oben ge- 
nannten Autoren. Nun hat es aber durchaus den Anschein, als ob auch fiir den Tethniker 
reichlich gesorgt ware. Es gibt doch eine ganze Menge von Biichern, die sich recht 
bescheiden meist als ,,Lehrbuch der Vektorrechnung“ bezeichnen und-in denen ein 
Rechenverfahren mehr oder weniger ausfiihrlich dargelegt ist, dem der euklidische 
Raum zugrunde liegt. Die Methode, die hier ganz allgemein verwendet wird, ist aber 
im Prinzip vollig verschieden von den Methoden der allgemeinen Tensorrechnung. 
Ihre Vertreter reiten auf einem ganz absonderlichen Steckenpferd, das verschiedene 
Namen tragt, wie ,,Unabhangigkeit vom Koordinatensystem“, ,,Invariante Methode‘, 
,,Direkte Analyse“ usw. Gemeint ist damit folgendes: Da die Vektorrechnung ein 
geometrisches Rechenverfahren ist — daran andern die zahlreichen Anwendungs- 
moglichkeiten in der Physik nicht das geringste — und sich mit geometrischen GréBen 
beschaftigt, will man mit diesen GréBen selbst rechnen und alle fremden Elemente 
ausschalten. Diese fremden Elemente sind vor allem die Koordinaten, die hier auf 
einmal, ohne daf dafiir irgendwo ein verniinftiger Grund angegeben wird, als etwas 


. héchst Verabscheuungswiirdiges hingestellt werden. Wir haben doch wohl alle genug 


analytische Geometrie getrieben, um zu wissen, wie zweckmafig die Koordinaten 


sind und vor allem, wie gut es sich mit ihnen rechnen la8t. Da& die Formeln der 


analytischen Geometrie und die Langen und Winkel, die wir nach ihren Methoden 
berechnen, vom Koordinatensystem unabhangig sind, das wissen wir doch ganz genau. 
Ks mag vielleicht zweckmiBig sein, sich tiber den Begriff der Unabhangigkeit vom 
Koordinatensystem eine prizisere Vorstellung zu schaffen, vielleicht lassen sich die 
Methoden der analytischen Geometrie auch noch weiter verbessern und verfeinern, 


ee eee ee 


% Bord zu werfen, blo& weil es da Koordinaten gibt. 


ya bs * 


wir haben gar keinen Grund, sie in Bausch und Bogen zu verdammen und iiber 
' Diese sogenannte ,,Vektorrechnung“ erreicht ihre Unabhingigkeit vom Koordi- 
natensystem dadurch, daB sie von Koordinaten einfach nicht redet. Fiir gewisse 
Gréfen und fiir gewisse zunichst am einfachsten erscheinende Verkniipfungen dieser 


.GréBen werden Symbole eingefiihrt und dann wird mit diesen Symbolen frisch darauf 


los gerechnet. Man macht also hier genau dasselbe wie bei den Matrizen, wenn man 
diese mit einem gotischen Buchstaben bezeichnet und das ,,Produkt‘‘ von Trans- 
formationsmatrizen eben genau so wie ein gewéhnliches Produkt durch Nebeneinander- 
schreiben der Faktoren andeutet. Von Koordinaten ist nicht die Rede, allerdings 
nur scheinbar, denn irgendwie werden sie ja doch immer wieder eingeschmuggelt, 
nur hiitet man sich, das Kind beim rechten Namen zu nennen. Man kann natiirlich, 
dariiber ‘besteht kein Zweifel, die orientierte Strecke im Raum mit dem Symbol a 


‘bezeichnen und ,,Vektor‘ nennen. Hat man zwei solche Vektoren a und 6, so kann 


man sie in bekannter Weise addieren; das Resultat ist ein Vektor c=a-+ 6. Man 
kann noch andere Verkniipfungen einfiihren, z. B. kann man a:b =c das ,,innere 
Produkt von‘a und 6“ nennen und durch c = a- b+ cos y definieren, wobei a und b 
die Langen von a und 6 und ¢ der von ihnen eingeschlossene Winkel ist. Fiir dieses 
innere Produkt von Vektoren gilt genau dasselbe wie fiir das Produkt von Matrizen, 
nur daf man hier schon beim Versuch, das assoziative Gesetz nachzuweisen, griind- 
lich Schiffbruch erleidet, weil das innere Produkt eben kein Vektor, sondern eine Zahl 
ist: Das Bestehen einer Gleichung (ab) c =a (6c) hat zur Folge, daB die Vektoren a 
und ¢ dieselbe Richtung haben. Und die Eigenschaft, daB ein Produkt nur dann 


-verschwindet, wenn mindestens ein Faktor Null ist, trifft auch nicht zu, denn ab = 0 
ist wohl auch erfiillt, wenn a = 0 oder 6 = 0 ist, aber auch dann, wenn a und 6 auf- 


einander senkrecht stehen, und das ist sogar der allgemeine Fall. Aber sehen wir ein 


' wenig weiter! Neben diesem inneren Produkt gibt es in der Vektorrechnung auch 


ein auBeres Produkt zweier Vektoren, das c = a-x 6b oder c = [ab] geschrieben wird 
und einen Vektor c bedeutet, der auf a und 6 senkrecht steht, nach einer bestimmten 
Vorschrift orientiert wird und dessen Lange c durch c =absing gegeben ist. Es 
erscheint sehr schén, wenn man so viele Worte in einem einfachen Zeichen zusammen- 


 faBt. Aber wir bezweifeln, ob das ein Vorteil ist, denn man sieht doch diese vielen 


Worte dem Symbol gar nicht an. Man muB8 sich diese ganze Definition auswendig 
merken und so fest ins Gedachtnis einpragen, da8 sie immer ganz automatisch ins 
BewuBtsein tritt, wenn wir zwei gotische Buchstaben in einer eckigen Klammer 
oder durch ein schrages Kreuz verbunden sehen. Und von den genannten Higenschaften 
des Produktes zweier Zahlen ist hier gar keine mehr iibrig geblieben, es ist [a 6] + [6 a], 


* wenn nicht [ab] = 0 ist, es ist [a- [6c]] + [[ab]c] und es ist [ab] = 0 nicht nur, 


wenn a = 0 oder 6 = 0 ist, sondern auch, wenn a und 6 parallel sind! 

Solange man von der Vektorrechnung nichts anderes braucht als Skalare, Vektoren 
und das innere und auBere Produkt von Vektoren, solange geht die Sache noch ganz 
gut und man kann von einer Art geometrischer Stenographie reden, weil man viele 
geometrische und auch physikalische Beziehungen in einfacher und recht anschaulicher 
Weise — wegen der anschaulichen Bedeutung der Vektoren — anschreiben kann. 


~ Aber man braucht doch mehr als nur diese. Vor allem braucht man doch auch die 


Punkte des Raumes! Aber Vektoren lassen sich nicht verwenden, um Punkte fest- 
zulegen. Denn die Vektoren schwimmen frei im Raum herum, sie behalten nur immer 
ihre Lange, Richtung und Orientierung bei. Wenn wir Punkte festlegen wollen, miissen 
wir einmal einen festen Punkt O im Raum wahlen, dann kénnen wir die iibrigen Punkte 


des Raumes durch ,,Ortsvektoren“ mit dem Anfangspunkt O festlegen. Aber diese 


Ortsvektoren sind schon keine richtigen Vektoren mehr, eben wegen des festen Anfangs- 
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punktes; denn den Anfangspunkt eines ordentlichen Vektors kénnen wir ganz be- 
liebig im Raume wahlen. Aber wir brauchen noch etwas, wenn wir mit diesen Dingen 
rechnen wollen. Wir miissen doch auch imstande sein, spezielle Vektoren im Raum 
anzugeben. Das kénnen wir z. B. machen durch Angabe der Lange und der Winkel, 
die der Vektor mit zwei festen Richtungen einschlieSt, oder besser durch die Angabe 
der Langen der Projektionen des Vektors auf drei Richtungen im Raum, die nicht. 
alle zu einer Ebene parallel sind. Wir brauchen also aufer dem Punkt O noch drei 
feste Gerade (Richtungen), die wir zweckmaBigerweise so wahlen, da sie zu je zweien 
aufeinander senkrecht stehen und durch O gehen. Wir miissen, um die Langen der 


Projektionen unseres Vektors messen zu konnen, auf den Geraden auch noch Hinheits- 


strecken festlegen. Wir werden diese Hinheitsstrecken der Einfachheit halber unter- 
einander gleich wahlen. Da haben wir also einen Punkt O, durch diesen Punkt drei 
aufeinander senkrechte orientierte Gerade und auf ihnen gleiche Kinheitsstrecken. 
Wir haben den Eindruck, da8 man so etwas bisher immer als kartesisches Koordinaten- 


system bezeichnet hat. Jetzt konnen wir den Vektor numerisch durch die Langen” 


seiner Projektionen auf die Achsen festlegen. Wir sehen: Ein Vektor a ist also véllig 
identisch mit einem geordneten? System von drei Zahlen (A,, A, A;), seinen Koordi- 
naten. Es ist klar, daB eine orientierte Strecke (Vektor) im Raum, wenn wir uns den 


Raum samt allen seinen Punkten festgehalten denken, vom Koordinatensystem | 


unabhangig ist, womit doch nichts anderes gemeint ist, als da der Vektor derselbe 


bleibt, auch wenn wir mit irgendeinem Koordinatensystem im Raum herumfahren. 
Das Symbol a kénnen wir also als unabhangig vom Koordinatensystem ansehen. 
Aber die drei Koordinaten A, des Vektors sind es natiirlich nicht. Denn wenn wir 
einen anderen Punkt O statt O wahlen und drei andere untereinander senkrechte Gerade 
durch 0, so werden die Langen der Projektionen von a auf die drei neuen Geraden 


andere Werte haben als friiher. Aber wenn wir das neue Koordinatensystem mit 
dem Ursprung O in bezug auf das alte System mit dem Ursprung O irgendwie fest- 


legen, z. B. durch Gleichungen, die uns angeben, wie sich die Koordinaten eines allgemein 
gewahlten Punktes im neuen System aus den Koordinaten desselben Punktes im 


alten System berechnen, dann werden wir ohne weiteres auch angeben kénnen, wie ~ 


sich die Koordinaten eines Vektors bei dieser Anderung des Koordinatensystems 


verhalten. Auf diese Art kommt man doch in einem viel praziseren, fast méchten ~ 


wir sagen, hoheren Sinn zu dem Begriff der Unabhangigkeit vom Koordinatensystem; 
indem wir die Gesamtheit aller (rechtwinkeliger kartesischer) Koordinatensysteme 
betrachten und das Verhalten der Vektorkoordinaten beim Ubergang von einem 
zum anderen System beherrschen und nicht, indem wir einen Vektor durch ein Symbol 
bezeichnen und dann so tun wie der bekannte Vogel StrauB, als gebe es kein Ko- 
ordinatensystem und kame man ganzlich ohne ein solches aus. 


Aber auch die Vektorrechnung bleibt nicht bei den Vektoren stehen: Die geo- 
metrischen und physikalischen Probleme fithren ganz zwanglaufig zur Betrachtung 
von Groen héherer Art, den Tensoren oder Affinoren. Die symbolische Methode 
hat bei ihrer EKinfiihrung grofe Schwierigkeiten zu iiberwinden, weil hier ein geo- 
metrisches Substrat von -aihnlicher Anschaulichkeit, wie es die orientierte Strecke 
bei den Vektoren ist, véllig fehlt. Den bequemsten Zugang zu den Tensoren zweiter 


° D. h., da®B die Reihenfolge festgelegt ist, denn natiirlich ist (1, 1, 2) ein anderer Vektor 
als (1, 2,1). Wir nennen diese drei Zahlen nicht, wie es oft geschieht, Komponenten, sondern 
mit einem guten Grund Koordinaten des Vektors. Das Wort Komponenten hatte sonst ‘einen 
doppelten Sinn, da man in der Mechanik gewohnt ist, unter Komponenten einer Kraft stets wieder 
Krafte zu verstehen, deren Summe die urspriingliche Kraft ist: Demnach sind die Komponenten 
eines Vektors selbst Vektoren und nicht Zahlen, und bei dieser Bedeutung des Wortes Komponente 
wollen wir auch bleiben. ‘ = 


, um mit dem einfachsten Falle van inion Gis noricn oh als eee be- 
- zeichnet), bildet auf jeden Fall eine Zuordnung zwischen Vektoren, die besondere 
Kigenschaften besitzt, deren mathematischer Ausdruck eben der Tensor ist. Wir 
werden auf diese Higenschaften weiter unten noch zuriickkommen; hier stellen wir 
zunachst einmal fest, da8 eine solche Zuordnung zwischen zwei Vektoren ¢ und 4 
symbolisch in der Form ) = %-z geschrieben wird, wobei durch den Punkt eine 
neue Art ,,inneres Produkt“ zwischen Tensor % und Vektor x angedeutet ist, dessen | 
‘Resultat eben der Vektor y ist, der dem Vektor y auf diese Art eindeutig zugeordnet 
wird. Fiir dieses innere Produkt gilt auch das kommutative Gesetz nicht, da im 
allgemeinen - x + x¢- YL ist, so daB es hier zwei verschiedene Arten von inneren Pro- 
dukten von Tensoren zweiter Stufe und Vektoren gibt. Bei Tensoren dritter Stufe 
gibt es drei verschiedene Méglichkeiten, ein inneres Produkt mit einem Vektor zu 
_ bilden, wobei das Resultat jedesmal ein Tensor zweiter Stufe ist. Aber es gibt nur 
einen verntinftigen Weg — den die symbolische Schreibweise allerdings nicht ge- 
gangen ist —, diese cer, Moéglichkeiten halbwegs pragnant zu charakteri- 
sieren, und das ist der, die Stufe eines Tousors durch eine entsprechende Anzahl irgend- 
welcher Zeichen anzugeben, also etwa Yo, fiir einen Tensor zweiter Stufe und Ao. O 
fiir einen Tensor dritter Stufe zu schreiben. Wenn man dann bei dem Vektor, der ja 
nichts anderes als ein Tensor erster Stufe ist, ebenfaHs ein Zeichen anbringt, so lassen 
sich die drei Arten innerer Produkte bei einem Tensor dritter Stufe etwa in der 
Form oxo, Yoxn ©, Woxg&q schreiben und unterscheiden. Man kann 
dann, da die Phantasie kaum ausreicht, um in allen Fallen die notige Zahl von Ver- 
knitipfungszeichen zu erfinden, statt dieser Zeichen O, x,  Buchstaben verwenden, 
also normale und verniinftige Indizes schreiben: Y,; fiir den Tensor zweiter Stufe, 
Y,;, fiir den Tensor dritter Stufe usw.; und man wird die Vektoren dann auch immer 
mit einem Index versehen, wodurch man sich auch von der lastigen Notwendigkeit 
befreit, Vektoren mit kleinen und Tensoren mit groBen Buchstaben zu bezeichnen. 
Aber wenn man soweit gelangt ist, dann ist formal nur mehr ein ganz kleiner Schritt 
zu der Schreibweise zu machen, die in der allgemeinen Tensorrechnung seit jeher 
iiblich ist. Es hat keinen Sinn mehr, noch gotische Buchstaben zu verwenden. Die 
lateinischen erfiillen jetzt den Zweck genau so gut, da die Art der GréBe durch die 
Zahl der Indizes gegeben ist. 
Aber jetzt besteht die Méglichkeit, die Symbole 

A,, A;;, Aisn - { (17) 
usw. auch anders zu deuten, nicht mehr symbolisch,. sondern konkret als Koordinaten 
der Tensoren in einem bestimmten Koordinatensystem, wobei die allgemeinen Indizes 
als Reprasentanten der Zahlen 1, 2, 3 anzusehen sind. Innere Produkte sind dann 


der F 
ee Pe XxX. = A, ; A, oder =~ A, goes 


Ane: oder pafires oder See usw. 
v 


Man sieht: Der Summationsindex ist in allen Fallen zweimal vorhanden, und wenn 
man das oben beim Matrizenprodukt angefiihrte Summationstiberenkommen mit 
nm = 3 auch hier gelten la8t, so nehmen die obigen inneren Produkte das recht einfache ~ 


Ad hy AX Ae Xp Airs Xp (18) 

Die ZweckmaBigkeit dieses Summationsiibereinkommens ist durch die Praxis des 

Rechnens in jeder Hinsicht erwiesen. Die besonderen Higenschaften der durch 

- Tensoren vermittelten Zuordnung von Vektoren (oder Tensoren), von denen wir oben 

gesprochen haben, driicken sich in dieser Schreibweise klar und deutlich darin aus, 

da® alle Ausdriicke (18) in den Koordinaten des Vektors X; linear und homogen 
N O5* 


ut 


sind. Wir. hater aber hock ae anderes- erreich’ = Di 
sind gewohnliche Zahlen und die ‘Rechenoperationen, die in den Au 
‘mit diesen Zahlen auszufiihren sind, sind die gewéhnliche Addition und Multiplikation, — 
wie sie in der elementaren Arithmetik gelehrt werden. Denn A; X;, ist nichts anges 
als A, X, + A,X, + A; X3. Wenn wir das Summationsiibereinkommen akzeptieren, 
so ist durch ae Séhreihraise A, X,; des inneren Produktes der beiden Vektoren A; 
und X,; auch schon ganz genau and eindeutig gesagt, wie dieser Skalar aus den Ko- 
Bee, ordinaten der beiden Vektoren zu berechnen ist. Darin liegt nicht mehr pymtoas 
- a als wir es in anderen Gebieten der Mathematik gewohnt sind. =a 

Wir haben schon erwahnt, da8 die Schreibweise (17) fiir Tensoren — im wesent- ees 
lichen — identisch ist mit der in der allgemeinen Tensorrechnung verwendeten; die 
‘Unterschiede sind nur dadurch bedingt, da8B wir hier den euklidischen Raum zugrunde 
legen und daher einige Vereinfachungen vornehmen konnen. Die formale Methode, | 
die sich aus dieser Spezialisierung ergibt und die wir hier fiir das innere Produkt kurz 
skizziert haben, ist eben nichts anderes als die Anpassung der allgemeinen Methoden 

auf den besonderen Fall des dreidimensionalen euklidischen Raumes.t  Wohlgemerkt: 

Die formale Methode ist anders als die gebrauchliche Symbolik,. aber der sachliche 
Inhalt ist genau derselbe. Es bleibt bei der anschaulichen Deutung des Vektors als 
orientierte Strecke im Raum, aber der Vektor wird nicht durch ein Symbol a darge- — 
stellt, sondern durch seine drei Koordinaten. Wir sagen: Ein Vektor A; ist ein System 
von drei Zahlen (A,, Az, A), die im einzelnen seine Koordinaten heiBen und sich 

bei einer Anderung des Koordinatensystems in einer ganz bestimmten Weise trans- 

4 formieren. Dieses Transformationsgesetz, das sich aus der geometrischen Deutung 

: des Vektors als orientierte Strecke ergibt, ist wesentlich. Man kann nicht ohne weiteres 

ee drei Zahlen als Koordinaten eines Vektors ansehen, sondern nur dann, wenn wir 

wissen, daB- sie sich bei einer Anderung des Koordinatensystems dem Gesetz ent- 
sprechend transformieren. Entsprechendes gilt fiir Tensoren. 

Haufig deutet man physikalische Zusammenhange geometrisch, aber auch wenn 
man dann geometrische Begriffe verwendet, von Kurven, Geraden, Langen und 
Winkeln redet, so treibt man deshalb noch keine Geometrie. Man wird in solchen 

Fee, Fallen mitunter auch die Methoden der Tensorrechnung mit Vorteil verwenden kénnen, 
ohne da man es aber dann wirklich mit Tensoren zu tun hat. Wenn auf einer Welle 
drei Schwungmassen sitzen, so kann uns nichts hindern, diese Massen mit M, zu be- 
2258 zeichnen. Aber es ist einfach falsch zu sagen, da diese drei Zahlen M, die Koordinaten 
Se eines Vektors sind, und vor allem, man hat nichts davon. Wenn ein Strom J durch 
: ae einen Widerstand £ flieBt, so ist die Leistung N = R J?. Deutet man J und N als 
Koordinaten in einem rechtwinkeligen ebenen Koordinatensystem, so ist der funktionale 
Zusammenhang zwischen J und N bei konstantem R durch eine Parabel dargestellt, 
aber es ist noch keinem Menschen eingefallen, deshalb zu sagen, da8 diese Leistung 
oe :.- eine Parabel ist. Daf man hier nicht Geometrie treibt, erkennt man am deutlichsten 
Jieea daran, da die Koordinaten N und I selbst eine physikalische Bedeutung haben, 
also Skalare sind und dafi daher eine Koordinatentransformation vdllig sinnlos ist, 
weil sie die physikalische Bedeutung der Koordinaten, auf die es gerade ankommt, 
zerstéren wtirde. Wenn es aber keine Koordinatentransformation gibt, dann sind 
wir auch nicht in der Lage festzustellen, ob irgendein Ding ein Vektor ist oder nicht, 
weil wir das Verhalten der Koordinaten dieses Dinges bei einer Koordinatentrans- 
: formation nicht .nachpriifen konnen. Die groBen formalen Schwierigkeiten der 
Be) symbolischen Methode sind meines Erachtens die alleinige Ursache, weshalb sich die 


, 


a 4 DaB diese Anpassung ein durchaus brauchbares Rechenverfahren fiir den euklidischen Raum 
a : ergibt, darauf habe ich schon vor Jahren hingewiesen: A. Duschek: Uber symbolfreie Vektor- 
Bi rechnung. Jher. dtsch. Math.-Ver. 39 (1930). 


pit 


gry 


ns er in Aen nrendaanon “3 SO- wenig hat duahsetven kénnen. 
wei fellos epee sich die einfachsten Verkniipfungen, das innere und duBere Produkt 


% : von Vektoren, symbolisch viel einfacher anschreiben wie in Koordinaten. Zweifellos 
__ erfordert auch das Rechnen mit den Indizes eine gewisse Ubung und Vertrautheit, - 


aber wir glauben, dafi man sich diese Ubung und Vertrautheit leicht aneignet, viel 
leichter jedenfalls als die Vertrautheit mit den verwickelten und nichtssagenden 


-Symbolen der angeblich koordinatenfreien ,,direkten“’ Methode. Der ganze Rechen- 


apparat der hier in ihren Grundgedanken skizzierten ,,analytischen Methode“ der 


_ Tensorrechnung laBt sich auf die folgenden vier grundlegenden Punkte zuriickfiihren, 


namlich: 


1. Das Summationsiibereinkommen, wonach iiber jeden Index, der in einem 
Glied zweimal vorkommt, automatisch von 1 bis 3 zu summieren ist. 

2. Der ,,d-Tensor“ 6,;;, ein Tensor zweiter Stufe, der mit dem in der Mathematik 
als das ,,Kroneckersche 6“ bezeichneten System von neun Zahlen identisch ist und 
dessen Koordinaten den Wert 1 oder 0 haben, je nachdem die Indizes gleich oder 
verschieden sind. 

3. Der ,,e-Tensor“ ¢;;;, also ein Tensor dritter Stufe, dessen Koordinaten bei 


ae entsprechender Orientierung des Koordinatensystems die Werte + 1 oder —1 


haben, wenn 77k eine gerade oder ungerade Permutation der Zahlen 1, 2, 3 ist, 
wahrend alle Koordinaten mit mindestens zwei gleichen Indizes verschwinden. 


4. Die Tatsache, daB das Differentiationszeichen e sich wie ein Vektor verhalt, 


Oa, 
d. h. daB ee ies ein Tensor (m + 1)-ter Stufe ist, wenn A,,;,;,., ein Tensor m-ter 


Stufe ist. Es tb mit dem Bey conmenen Vektor V (Nabla)“ der symbolischen Methode 
identisch. 


Wahrend man das innere Produkt von zwei Vektoren A; und B; mit Hilfe des 
6-Tensors in der Form 6,;; A; B; schreiben kann, ist das auBere Produkt mit Hilfe 


des e-Tensors durch «;;, 4; B; gegeben. Das sieht auf den ersten Blick einigermafen - 


schwerfallig aus, besonders im Vergleich zu dem einfachen Symbol [ab]. Aber wenn 
man sich ein wenig mit den Indizes vertraut gemacht hat, so wird man die grofen 
Vorteile der scheinbar so schwerfalligen Schreibweise bald erkennen. Dazu kommt — 


“und das ist das Entscheidende —, daB man allgemein eine Zuordnung, bei der 


zwei gegebenen Vektoren ein dritter entspricht, gar nicht anders 
schreiben kann als mit Hilfe eines Tensors dritter Stufe in der Form 
Z,= = A;;,X;Y,. Ich méchte in diesem Zusammenhang auch noch darauf hinweisen, 
daB alle Posnols (nicht die Definitionen) der Tensorrechnung sich in einer viel all- 
gemeineren Form wie unter Beniitzung der symbolischen Methode als Relationen 


zwischen dem Vektor — und den beiden Tensoren 6;; und ¢;;;, schreiben lassen. 


- So tritt an Stelle des sogenannten Entwicklungssatzes der symbolischen Methode 
hier die Formel 


€4 5x Ecnt = Ojn Onr — Onn Bsn. | (19) 
es der etolchen Form 
. [[a b]c] = (ac) b— (be) a 


ist (19) nur mehr eine Art Gerippe, da keine speziellen Vektoren in (19) eingehen. 


Die Theorie der Felder, die sogenannte ,,Vektoranalysis‘‘, wird durch den obigen 
Punkt 4 beherrscht, ja fast erschépft. Was durch die Symbole grad, div und rot, 
die wieder gar nichts tiber ihre Bedeutung aussagen, bezeichnet wird, bekommt 
hier die Form Ga Cap moa (20) 

On," ~ 02,” $1 Om, 


= ‘+ 
aaey ‘i 
os ky ve hae a 


Der erste Dasdeete ist der Gradient eh Scalers’ 4, ‘der: zweite ‘a Divergenz 


der dritte der Rotor des Vektors A;; wie diese Grogen aus A bzw. A; zu berechnen Be 


a? 


sind, ist durch die Ausdriicke (20) ganz eindeutig und in einer oline! weiteres ver- 


-standlichen Weise angegeben. 


Bemerkt sei zum SchluB noch, da& jeder Tensor zweiter Stufe eine Matrix ist. 
Die Umkehrung gilt aber nicht, nicht jede quadratische Matrix ist ein Tensor 
zweiter Stufe. Das ist nur dann der Fall, wenn es erstens tiberhaupt einen Sinn hat, 
von einer durch eine bestimmte Koordinatentransformation , induzierten: Transfor- 
mation der Elemente der Matrix zu sprechen und wenn zweitens diese Transformation — 
der Elemente der Matrix in einer ganz bestimmten Weise erfolgt. So ist die Matrix 
einer linearen Transformation ein Tensor zweiter Stufe, wenn wir die Transformation 
als Punkttransformation deuten, wahrend die Matrix einer linearen Koordinaten- 
transformation kein Tensor ist. Tensoren héherer Stufe haben mit Matrizen iiber- 
haupt nichts mehr zu tun, wenn man nicht den Matrixbegriff weiter verallgemeinert, — 
wie das wohl gelegentlich schon geschehen ist (drei- und mehrdimensionale Matrizen, 


‘ entsprechend der Stufenzahl des betrachteten Tensors). 


Ich habe hier gegen’zwei Dinge polemisiert, gegen die falsche Verwendung te 


Begriffe Matrix, Vektor und Tensor und gegen die in der Matrizen- und Tensorrechnung _ 3 


gebrauchliche Symbolik der gotischen Buchstaben. Was den ersten Punkt anbelangt, 
so weiB ich mit voller Sicherheit, da8 ich im Recht bin. Aber meine Polemik gegen 
die Symbolik entspricht, wie ich gerne zugebe, einer subjektiven Uberzeugung. Ich © 
bin daher auch auf lebhaften Widerspruch gefait, aber auf der anderen Seite habe 
ich die Genugtuung, da die von mir propagierte ,,analytische Methode“ von einigen 


- unvoreingenommenen Praktikern mit dem Ausdruck sichtlicher Erleichterung und 


Vergniigens akzeptiert wurde. 
(Hingegangen am 30. September 1946.) 


Freie erzwungene gedampite Schwingungen mit nicht linearer 
Kennlinie eines Systems mit einem Freiheitsgrad. — 
Von Fritz Séchting, Wien: 
Mit 4 Textabbildungen. 


Ist die Federkennlinie, das ist die Linie, welche die Abhingigkeit der Federkraft 
von dem Schwingungsausschlag angibt, keine gerade Linie, so Somer vielfach die 
Untersuchungen unter der Voraussetzung durchgefiihrt, da die Schwingungsaus- 
schlage klein sind. Bei dieser Annahme erfolet eine Linearisierung der Differential- 
gleichung und die Lésung ist auf einfachem Wege zu finden. Ist nur ein Freiheitsgrad 
OEMS, so lautet die Differentialgleichung fiir die Bewegung 

ma + f(x) +9 (x) = P(t). 
In dieser Gleichung bedeutet « den Sok vinwiacwtaene (dieser kann entweder 
durch eine Linge oder durch einen Winkel gemessen werden, dann bedeutet m die 
Masse oder das entsprechende Tragheitsmoment), die Punkte iiber w die Zahl der 
Differentiationen nach der Zeit, f (a) die Riickstellkraft bei elastischer Kopplung, 
die elastische Kraft, g (a 2) die Dampfingekraft und P(t) die erregende Kraft. _ ; 

Die Riiokstellkeraft ist in Abhangigkeit von dem Ausschlag gegeben. Ist die Feder~ 
kennlinie eine Gerade, die durch den Nullpunkt hindurechgeht, f (w) = cx und hat 
die. Dampfungs- und die erregende Kraft die Gré8e Null, so erhalt man die freie 
Schwingung mit gerader Kennlinie und fiir die Bewegung eine harmonische Schwingung. 
Bei Vorhandensein von nicht gerader Kennlinie betrachtet man vielfach — wie schon 
hervorgehoben — nur die kleinen Schwingungen, fiir diese ist genaihert f (~) durch ¢ x 


4 f (x) =¢ w—c, 22 —c, a3? bekannt, sie fiihren auf elliptische Funktionen. In vielen 


+ 


: ita seers 
und man erhalt auf. 
xakte Lésungen fiir die freie Schwingung sind’ u. a. fir f(x) = sina! und fir 
Fallen 1aB8t sich die Integration der Differentialgleichung ohne Vernachlassigungen 
nicht durchfiihren und man mu8 graphische oder rechnerische Naherungsverfahren® 
anwenden. So ersetzt Geiger! die gekriimmte Kennlinie durch mehrere geradlinige 
Sttiicke und gibt auch ein graphisches Verfahren zur Ermittlung der EKigenschwingungs- 
dauer an. Timoshenko® berechnet sich mit Hilfe des Arbeitssatzes 


1 : 1 ee 
=— ae 2 
A yma 5 MN Xo 


die zur Verschiebung x gehérige Geschwindigkeit, dann kann man rechnerisch oder > 


graphisch® aus der Gleichung ~ 


=| ne 
Ho 


Bz) 


die Abhangigkeit des Weges von der Zeit ermitteln. Um diese Integration durchzu- 


fiihren, kann man auch mit Klotter? die Simpsonsche Regel anwenden. Rayleigh® 
nimmt als erste Naherung eine harmonische Bewegung an und findet durch Iteration 
verbesserte Naherungslésungen der Differentialgleichungen. 


1. Niherungsmethode zur Berechnung der Schwingungsdauer der freien Sehwingung. | 


Ist die Differentialgleichung der Bewegung 


m x = —f (x) 
gegeben, so laBt sich sofort das erste Integral angeben . 
; 1 : 1 : ae 
3m x — > m x, = a f (x) dx. } (1) 


Die rechte Seite der Gl. (1) wird sich wohl in den meisten Fallen sofort pestimmen 


lassen. Ware die rechte Seite der Gl. (1) unbekannt, so ist die Kenntnis von 
t= 2h) 
erforderlich, um die linke Seite der Gl. (1) zu berechnen. Nimmt man an, da® die 
Zeit-Weg-Kurve nur wenig von einer Sinuslinie verschieden ist, so ist 
ee Cahiot: 2= wo Cos at. (2) 


Wahlt man als Integrationsgrenzen der Gi. (1) die Werte « =0 und « =C baw... 


i =0-und ot =>, 


1 c 
' zm C? w? =| f (x) dx 


so erhalt man, wenn man Gl. (2) in die Gl. (1) einsetzt, 


- und damit eine Gleichung fiir die mittlere Higenfrequenz 


2 


pase eee ly (x) da i EONS 


bzw. fiir die Schwingungsdauer . ee 
a 
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oY cs ae Ps, ; Soy =) fas =f ; e sity ae = \s ay OF Peet 
diese Weise wieder eine harmonische Schwingung. 


Sind c, und c, die Pacenien der N ce im Federkraft-Weg-Dia amm, 
vgl. Abb. la, und ist x, der Brebte auftretende Schwingungsausschlag. ae ist 2 der- 


b) c) 


Abb. 1. Federkennlinien. 


ay 


jenige an der Unstetigkeitsstelle des Diagramms, so gilt fir 2, >«> 2, die 
Differentialgleichung | . ae eee 
Pah 1m % + Ce, @ + (¢,— Cy) & =0. 

Sind bei tj = 0 der Ausschlag x, und die Anfangsgeschwindigkeit x, = 0 gegeben, 

so erhalt man als Lésung die es ya 


i @ ee Ce a3) cos Ves =f — fs Tes Ee a 


Schningungsdaver t 


T 
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Abb. 2. Zeit-Weg-Diagramm fir eine Schwingung mit einer Federkennlinie nach Abb. la und 
. My, = 28, undo, = sie,. a 

Die Zeit t,, welche verstreicht, bis der Ausschlag die GréBe x, annimmt, bestimmt ce 
sich aus der Gleichung , - oe; zs 
Gy so : Cr oS Rx rere ss 

hes xy @ + Sees zt :} cos oe ty ; > a 

und die zugehérige Geschwindigkeit ‘ : ¥ ee 


oe: ' et ne 
ey a (2. + Cc : vy 
2 


Kreisfrequenz 
1 £3. 1 1 
“gm %q? W? = 9 °2 (%2— 2X)? + ¢, % ae ay? a 
und damit — [ 
o=V2[1—S)+2%5_ 4% (4) r 
bzw. die Schwingungsdauer t= ae 2 


0 bis 2, federkraftfrei, das Federkraft-Weg-Dia- 


ial aa Ni Rl A a a Ik a a a 


wingungsbewegung, fiir welche die cia ee 
x = Csin (\/ —{ ee o) 


gilt, ae Konstanten’ zu bestimmen. Kennt man diese, so ist es einfach, die Zeit ¢, 
zu bestimmen, welche verstreicht, bis die Masse m durch den Nullpunkt hindurehgebt, 
ee ist die gesamte Schwingungsdauer 


t=4(, +4). 
Wenn es auch nicht schwierig ist, diese Rechnungen durchzufiihren, Abb. 2 
gibt das Zeit-Weg-Diagramm fiir x, = 2 x, und cz = 3 ¢, so ist es einfacher, Gl. (3) 


a _ anzuwenden. Wie man aus Abb. 2 ersieht, weicht das Zeit-Weg-Diagramm nur wenig 


von einer Kosinuslinie ab, so daB 
v= x, cosat 


_ ads Naherungslésung anzusetzen ist. 2x, bedeutet. den “GréBtansschlag. Durch An- 
-wendung des Arbeitssatzes erhalt man sofort eine Bestimmungsgleichung fiir die 


Um zu sehen, welche Fehler bei dieser Verein- 
fachung gemacht werden, wurde angenommen, 
daB x2, = 2 x, und c, = 3¢, sei. Dann bestimmt 
sich nach der genauen Methode die Schwingungs- 


zeit zu t = 8°2659 / = und nach der ge- 
; 2 


Fehler in Prozent 


m : 5 


naherten t = 8°8857 / ae Daher ist der bei 
2 
dieser Vereinfachung gemachte Fehler 7°49%. 


. 


1 als. Anfangswerte at. man fiir den nachsten Teil: 


b) Schwingung mit Spiel. 
. Bei dieser Schwingungsart ist die Strecke von 


nee Abb. 8. Fehler bei Berechnung der 
gramm. ist in Abb. Ib dargestellt, ¢, hat daher sfewitgas cae: ieee cnticle 
die GréBe Null. Diese Art der Schwingungen be- schwingungen. «8 


zeichnet man auch als Schiittelschwingungen.® Die 


genaue Lésung ist auch schon oben gegeben worden, man braucht nur fiir c, den Wert | 


Null in die Gleichungen einzusetzen, dann erhalt man sofort die Lésung fiir diese Art 
der Aufgabenstellung, nur hat man zu beachten, daf die federkraftfreie Strecke von 
0 bis x, mit der konstanten Geschwindigkeit «, durchflogen wird. Setzt man in Gl. (4) 


‘fiir c, den Wert Null ein, so erhalt man sofort die folgende Naherungslésung fiir die 


mittlere Eigenfrequenz pee. 24 


und damit auch die Zeit fiir eine volle Schwingung. 


® A. Wichert: ELA der Eoutinelsnyneun son, Forsch. Gebiete Ingenieurwes., H. 266 
1924), 


" 


Sofia idewianer malien oe ne ab von ‘dere Verhiltnis - ee Es Fe einzusehen, 
daB bei 7, = x, also bei es 1, der Fehler unendlich groB weeden wird, denn die 
Schwingungsdauer, welche man durch die Naherungsrechnung erhalt, hat die GroBe 
Unendlich, daher der gemachte Fehler. Bei kleinem Verhaltnis = wird der Fehler 
groB. und bei groBem.—— “2 werden die Abweichungen von der Wirklichkeit nur klein’ 


sein. In Abb. 3 ist der Hehiler bei der oben gemachten Naherung bei der Berechnung 
der Schwingungsdauer der Schiittelschwingung, bezogen auf die tatsachliche Schwin- 
ees in Abhangigkeit von dem Verhaltnis der Ausschlage x, und 2, dargestellt. . 


Ist —* = 10, so betragt der bei dieser Naherung gemachte Fehler a BY nie 
aie 


c) Schwingung mit vorgespannter Feder. 
In Abb. le ist die bei’ dieser Schwingungsart vorhandene F' ederkennlinie dar 
gestellt. Man erhalt fiir die Schwingungsbewegung die Gleehuns : 


eee (a, + 2%) cos Ve t— x. 


Die gesamte Dauer des Schwingungsvorganges ist viermal so erie wie die Dauer -= 
der Schwingung von x = x, bis « = 0, daher ist die GroBe der Schwingungsdauer 


gegeben durch 
c=4 (ee are cos ——1-——. 
¢ 1 + He 


Wird mit dem Naherungsansatz nach Gl. (2) gerechnet, so erhalt man fitr die Arbeit — 
. der elastischen Kraft l 1 
we Se (ey os Wg)? — | € ay? 


und damit den Naherungswert fiir die pee 


a Vie ae 


Ge 


Auch bei dieser Schwingung ist das Ergebnis oe Ie. die Rechengenauigkeit vom 


so erhalt man durch die Naherungs- 
rechnung eine um 7:99% zu kleine Schwingungsdauer. ‘. . 


d) Schwingungen mit symmetrischer Federkennlinie c, x + ¢; 2°. 
Fir diesen Fall gilt die Differentialgleichung fiir die Bewegung 
eC me+c-r +c, 2 =0, 
Diese Differentialgleichung ist mittels elliptischer Funktionen lésbar.° Es soll aber 
auch fiir diese Schwingung das Naherungsverfahren angewendet werden. Setzt man 


wieder die Gl. (2) in die Arbeitspleichung ein, so erhalt man fiir die Schwingungs- 
frequenz die Gleichung sep Re 
o = 


Beks 


Diese Gleichung kann verwendet werden, um eine N Tireedaguenee fiir die Schwingungs- 
dauer des mathematischen Pendels zu erhalten. Fiir diese gilt die Differentialgleichung _ 


lo +gsingy = 0. 
-Entwickelt man sin gy in eine Reihe - 3 


10 G. Duffing: A. a. 0. 


i 


SG a ai a a lel as i ae 


_Naherungslésungen anzuwenden. Man nimmt fiir die Ausschlage zeitlich einen sinus- 


der erregenden Kraft 


'—. R. Riidenberg: Einige unharmonische Schwingungsformen mit groBer Amplitude. Z. angew. 


er dieser Reihe in , die a eeabolglgichane ein, so 


ce ee ct —#) 3 : et 
* die Differentialgleichung Schwingung mit symmetrischer Kennlinie. Es. ist 
also c, = a”. aid cen 


7 Ist die Schwingungsamplitude C klein, so erhalt man bei Anwendung bekannter 


i daher ue 


Rechenvorteile fiir die Schwingungsdauer die Gleichung “oe 
ei pa ea T: ae 
Si Spee ea BV a a 
12 aaa 
Der genaue Wert der Schwingungsdauer ist aus der ee ‘st ee as 
Ife 2a|it E + a sin? a ae & pal sins. ee +, . Bee 
berechenbar.' Ermittelt man sich z. B. fiir (CS ie Se ~ den Wert der Schwingungs- e 


-dauer nach der genauen und der genaherten iuathole, so ist der dabei gemachte a 


Fehler 0°538 %. . es 


2. Erzwungene dimpfungsfreie nicht lineare Sehwingungen. 


-Greift an der Masse noch eine erregende sinusférmige Kraft an, so lautet ae = 
Differentialgleichung fiir die oes Bei 


mz +(x) = Psinkt. 


Diese Gleichung kann durch Iteration” ae werden, es ist aber auch méglich, 


formigen Verlauf mit der Kreisfrequenz k an, also ~ as 


a= Can kt : ; ae eae 
Diese ce nalee die Differentialgleichung zu jeder Zeit? befriedigen, also auch meses 
bei kt = =, dann ist = C und 2 =—k?O. Setzt man diese Werte in die Diffe- — an pu 


oatalpiochune ein, so erhalt man eine Bestimmungsgleichung fiir den Schwingungs- 
ausschlag C. Man kann aber auch mittels des Arbeitssatzes die Ausschlige bestimmen. 
Nimmt man wieder fiir den Ausschlag den sinusformigen Verlauf an, so ist die Arbeit 


Pom kicde = PO. ee 
0 : 


Daher erhalt man zur Bestimmung des GréStausschlages die Gleichung 


1 J rc 1 : ke te: 
Sse ett OF ke = \ f (x) dx = = PC. “eae 
eee bi i =a 
Durch Anwendung von graphischen oder rechnerischen Methoden ist daher die Gréfe =a 
des GréBtausschlages berechenbar. 
11 F, Auerbach: A. a. O. 8. 619. 
22 Rayleigh: A.a. 0. c 
13 J. Bethenod: Sur le transformateur 4 résonance. Eclairage électrique 53,289 (1907). 


Math. Mech. 3, 454 (1923). 


Wendet man Vere an, wie sie ten eneWickele wurden, so 


die erzwungenen Schwingungen des mathematischen Pendels die Differentialgleichung 


mip +mg(y—G) = P sin kt. 2 ? 
Setzt man fir den Ausschlag p= C sin kt, 


so erhalt man Bek Verwendung des Arbeitssatzes die Gleichung 


CO? (Oe 
—zmiore + mg (o> So) ere 
-Setzt man fir : Mie 4, ; 


das ist Hie Beet des he oe Pendels bei kleinen Schwingungs- . f 


1 


ausschlagen, so erhalt man 
m ow" 


e+ 0+a = 


Abb. 4 zeigt as Abhangigkeit ah GroBtausschlages von — bei 
OSS 0°71 — sich drei verschiedene reelle Werte ee Anmplinediete Zwei 


— 


sind nur mdglich, da sie stabilen Bewegungszustanden | ente*a 
sprechen. Eine Amplitude, welche mit gleicher Phase wie die 


¢ 
S 


erregende Kraft schwingt, bei der anderen ist ein Phasenwinkel 


on = 
ee 


ee eet meas On aie 


~ 
Sy 
Family lait sinc ees 


kleinsten oder den gré8ten Wert besitzen. Der zwischen beiden 
L liegende Ausschlag bedingt. einen labilen Bewegungszustand ; 


~ 
8 


denn bei giionen: = und bei einer eréBeren Kraft muB auch 


ein gréBerer Ausschlag 
vorhanden sein, wahrend 
im Bereiche der mittleren 
Ausschlage eine gréBere 


Absolutwert oes Schwinguagseussthlages 
Ss 
a 


Pe Fir 


vorhanden. Stabiler Bewegungszustand ist dann vor- 


handen, wenn die Ausschlage bei gleichem s -entweder den a 


; Kraft kleinere Ausschlage — 
ee | 1 . oe 
40 20 =30 40 50 bedingen wiirde; daraus 
ff kann man folgern, daB 
Abb. 4. Schwingungsdauer des mathematischen Pendels bei ‘dieser Bewegungszustand — 
P instabil ist. 
me see ° : ; < 


3. Gedimpfte erzwungene Schwingungen. 


Ist nichtlineare Geschwindigkeitsdiampfung vorhanden, so kann man nach . 


Jacobsen™ diese auf eine mit linearer Geschwindigkeitsdimpfung Spates sat 
Es ee dann die Differentialgleichung 


mx+pBz4+ f(x) = Psinkt. 


B bedeutet den konstanten Dampfungskoeffizienten. 


Nimmt man wieder an, da®B der zeitliche eels der Schwingung durch eine 
sinusférmige ersetzbar sei, so ist 


x = Osin (kt + 9). 


14L. 8S. Jacobsen: Steady Forced Vibration as Influenced by Dam Tr A 
Soc. mechan. Engr. 52, APM 52—15 (1930). y ping. Tfans. Amer. 


a 


Soe fd Ate > 
q on 80 wire | 


ne ee eS i 3 ae 
ah : tg d= ees Bg 


a Bei Annahme eines mittleren c ist die. Phase # berechenbar. Nun kann man wieder 
a den Arbeitssatz anwenden. Bewegt sich die Masse wihrend einer Viertelschwingung 


7 - von 0 bis C, so entspricht dies den Zeiten.k t = — dundkt = s — #und man erhalt * 


= 1 C ae ae 
a —smOrkh+ pt kor+ A f(x) + de = + PC cos 9 —& PC ksin 8. aa 


_ Wendet man rechnerische oder graphische Lésungsmethoden an, so kann man bei 
vorgegebenen. Kraften und Frequenzen den zugehérigen GroBtauaschlag bestimmen. 


® 


(Hingegangen am 30. September 1946.) ee 
Uber die Stabilitiit des Gleichgewichtes bei einem durch Riennie ane? 
und Hii ilse oder Klemme und Ose festgehaltenen elastischen Draht. a 
Von P. Funk, Wien. - - a 
coke , Mit 3 Textabbildungen. : eo 
Unter einer Hiilse verstehen wir eine Vorrichtung, bei der Punkt und Richtung tare 
fiir die die Gestalt des Drahtes kennzeichnende Linie vorgegeben ist. Dabei ist ek 
f reibungsloses Gleiten des Drahtes vorausgesetzt. Bei einer Ose denkt man sich nur A el 
den Punkt, nicht aber die Richtung peeben und es ist ebenfalls reibungsloses Gleiten i A 
-—s- Yorausgesetzt. ia Se 
7 Beide Probleme wurden in der Dissertation von Max Born! besprochen, aber ~ 
4 der dort gemachte rein analytische Ansatz ergibt recht komplizierte Formeln, die See 
zu sehr miihsamen Rechnungen fiihren und die einfache geometrische Bedeutung ie 
des Stabilitatskriteriums nicht erkennen lassen. Verwendet man aber die in meiner ee 
Arbeit: ,,Uber die Stabilitat der beiderseits eingespannten Elastika‘? angegebene By 
‘ Lésung der Jakobischen Gleichung fiir das zugehérige Variationsproblem, so stellt _ ate 
? sich ohne nennenswerte Rechnung sofort ein sehr anschauliches Ergebnis ein. Dieses Pas. 
_ Ergebnis 148t sich aber auch ohne Heranziehung der Theorie der zweiten Variation i ae 
direkt durch eine elementare Betrachtung herleiten. ee ee 
| Dies soll im folgenden geschehen. a 
: Fall I. Wenn der Draht durch Klemme und Hiilse festgehalten ist, so ist Klemme al 
und Hiilse vertauschbar. Dies ]4Bt sich von vornherein erwarten. . E aie 
4 - Anstatt namlich einen durch Klemme und Hiilse festgehaltenen Draht zu betrachten, & pee 


kann man auch einen durch zwei Hiilsen gehenden Draht betrachten, indem man RS 


die Klemme durch eine zweite Hiilse ersetzt. Freilich erhalt man dann statt des fee 
stabilen Gleichgewichtes ein indifferentes Gleichgewicht, da ja dann der Draht durch ee 
die beiden Hiilsen verschieblich ist. 

Denken wir uns nun fiir einen durch Klemme aaa Hiilse festgehaltenen Draht 
die der Form des Drahtes entsprechende Elastika gezeichnet und verschieben wir aa 
‘den Ort der Hiilse, so weit es mit der Stibilitat des Gleichgewichtes vereinbar ist. ‘a 
Die Grenzlage fiir die durch Klemme und Hiilse hindurchgehende Sehne, zu der wir 
go gelangen, wollen wir als kritische Sehne bezeichnen. Dann lautet unser Ergebnis: 


1 Max Born: Untersuchungen iiber die Stabilitat der elastischen Linie in der Ebene und : 
im Raum. Inauguraldissertation und gekrénte Preisschrift. Géttingen, 1906. <a 

2 P. Funk: Uber die Stabilitat der beiderse its pakespacien Elastika und ahnliche aren Sie 
Z. angew. Math. Mech. 5 (1925). 


eS ie. Seifisohe Sonne rei sen zur 


mungsmittelpunkte, die Zu ihren Schnittpunkten | mit | 
gehoren. 


Zunachst seien fiir die in Bepricht ‘Vonmende Elastika einige bekannte Forman, 4 


und Tatsachen zusammengestellt. Die Achse der Kraft, die den von der Klemme 


_ ausgetibten Reaktionskraften entspricht, verlegen wir in die X-Achse. Sei P die GréBe 


der Kraft, B das. Steifigkeitsma8, @ der Winkel, den das Pogenulemens ds mit der eS 


x-Achse einschlieBt, -R der Kriimmungsradius und sei 
3 a? = = : ‘ \ . 


dann erhalten wir fiir die Elastika 


bzw. durch Ditterenvintion 
und durch Integration folgt: 2 ; De 
5 PS —cos # ='c. (4) 


Die linke Seite von (4) gibt im Fall der beiderseits eingeklemmten Elastika die 
GréBe der Kraft, die notig ist, um den Draht durch die Klemme hindurchzuschieben.* 
In unserem Fall, wo wir es auf der einen Seite mit einer Hiilse zu tun haben, ist 


diese Kraft und somit die Integrationskonstante gleich Null. Die Elastika schneidet 


die a-Achse rechtwinkelig. Man spricht dann von einer orthogonalen Elastika. Mit 
Riicksicht darauf und wegen (1) folgt 


# _ g cos 8 | (5) : 
ae meat: 
und somit ist wegen (3) Seige e | 
F gee “ 
dy / 4 a* 
SS for) = eee 
: dz toe y 
. r 2 a2. 

Setzen wir x y 


ay OS eae 
so erhalten wir fiir die orthogonale Elastika 


ice 0080 ee ie 
yar Say ; Meas 
: alae Vi— 7 : (7), < 
Fir 7 <-y ist mit hinreichender Genauigkeit 
P 3 
= i (7a) 
Setzt man 7 = cos qg, so erhalt man fy. 
eis X 1 1 ' et os 
é= /2[#(% o)—sF (FZ »)], ee 
£ (1) = 0°599. . 


Im Fall ¢ = 0 148t sich (4) mit Riicksicht auf (1) auch in der Form schreiben: ; 


y =2 Roos @. : (9) 


S Brown, ihe: 


der orthogonalen Rani. halbiert- dae’ Exfermaeginitialpiok 


as Stiick der Normalen zwischen Kurve und Kraftachse. se a 
. Ausgangspunkt unserer Betrachtung ist die Tatsache, daB die orthogonale Elastika : aa 
ihrer Gestalt nach vollkommen bestimmt ist. Alle in unserem Fall in Betracht zu ee 


ziehenden Kurven sind untereinander ahnlich. Wir denken uns nun Hiilse und Klemme  ———S—CS 
auf einem starren. Verbindungsstab montiert und sehen dementsprechend fiir die nee 
zu bestimmende orthogonale Elastika eine Sehne und die beiden zugehérigen Schnitt- ae 
winkel mit der Kurve als gegeben an. Um die zugehorige orthogonale Elastika zu AS. 
finden, denken wir uns umgekehrt eine orthogonale Elastika gezeichnet und suchen 7 aaa 
____ jene Sehne, die den vorgegebenen Winkeln entspricht. ‘ea 


Wir bezeichnen die Winkel, die die Sehne P, P, mit der Elastika # einschlieBt, 
a mit x, baw. x2. Dabeiseien P, P, und £ entsprechend der positiven x-Achse orientiert, 


das Vorzeichén von 4 bzw. a, entspreche dem Drehungssinn von P, P, nach EH 
= und i 

3 nd es se COME Abeta Sp 

; Fragen wir nun nach.den Grenzen, die fiir «, bzw. «, in Betracht gezogen werden 
miissen, damit die Aufgabe lésbar ist, so kénnen wir so vorgehen, da wir eine 


Sehnenschar &, = const. 


betrachten und jenes a, suchen, das einem extremalen Wert entspricht. Wir konnen 


3 uns dabei auf solche Bégen von E beschranken, die nur einen Wendepunkt in ihrem 
. g Ie fs 
5 Inneren enthalten, denn Bogen, die keinen Wendepunkt in ihrem Inneren enthalten, “2m 
4 sind sicher stabil, und Bogen, die zwei Wendepunkte enthalten, sind sicher instabil. eae 
s Seien We, W, zwei cn deriolgende Tenants und seien s, bzw. s, die Bogen- 
-— Jangen WP, P, bzw. W,P P, auf Him positiven Sinn gemessen, dann kénnen wir zunachst -s . 
x, und «, als Funktionen von s, und s, auffassen. peer 
Oy —— Oy oe oy = ; a ‘ a a 
; 2 = % (84, 82). ee 
5 Fassen wir nun s, als Funktion von s, auf, 2 
. 82 = 8» (8,), > ate: 
dann gilt allgemein ftir konstantes «,: ‘ieee Sie 
x reloray Oa, ds, ah 


08, «8 dy 
% 


und fiir den Extremwert von «,: 


(eos Ox, ds. e 
: 08, r és, ds, poi 
a 
. Hieraus folgt fiir den Extremwert 
OX, 
D fe co ee = 081 5 to 
} D (8j,.83) OK, OX, (10) “ 
08, 08. : 
_ Bezeichnen wir die Lange der Sehne mit Y, so gilt aoe 
sadn eee ee cing ow a 
08, a Cc 1 085 TPE ne : <n 
“und wegen > D (cos 03, COS Xs) __ D (cos Oy, COS &) ~ D(a, a) Te 
‘ D (83; 83) — D(a, &) D (83, 82) © a 
ist Gl. (10) somit im wesentlichen gleichwertig mit Re: 
ia ag ae ( a@ yp. ‘ 
de,°* a8," es a) ag (11) : 


ta. aligemeinen wir durch 10) b: | 

bei festgehaltenem a, dargestellt sein. Daraus kann man schl 

Umgebung einer solchen Sehne zwei Sehnen angeben lassen, die mit der Elastika 
die Winkel 03, %2 bzw. 1, 2 einschlieBen, so dali See ae 


= 


=O, Of = Oe 
ist. In diesem Fall waren also zwei unendlich benachbarte " @lbichgewihtsleeenes 
méglich; ein derartiges Verhalten ist fir die Stabilitaitsgrenze kennzeichnend und 
somit ist durch (10) bzw. (11) die Lage der kritischen Sehne gegeben. 


Abb. 1. 


Durch eine kleine kinematische Uberlegung gelangon wir von (10) aus zu sche in 
der Hinleitung angekiindigten Satz. 

Betrachten wir ein durch einen festen Winkel «, begrenztes Ebononatiiok und 
lassen wir es mit dem Scheitel so auf der Elastika gleiten, da der eine Schenkel 
die Elastika standig berithrt. Dann ist offenbar das Momentanzentrum identisch mit 
dem Krimmungsmittelpunkt. Betrachten wir noch die Kurve, die der zweite Schenkel 
einthlit, dann hat der Geschwindigkeitsvektor der Geraden im Beriihrungspunkt — 
des zweiten Schenkels mit seiner Einhiillenden die Richtung der Geraden selbst. 
Daher steht die Verbindungslinie des Krimmungsmittelpunktes mit dem Be- 
‘ruibrungspunkt auf der Geraden senkrecht. Da nun «, und ay in (10) symmetrisch ss 
vorkommen, folgt hieraus unmittelbar unser Satz. Dieser Satz ermoglicht eine einfache | 
geometrische Konstruktion der kritischen Sehne. Nach dem im Anschluf an (9) — 
hervorgehobenen Satz laBt sich die Evolute der Elastika leicht konstruieren. Abb. 1~ — 
zeigt, wie-man dann mit einem der Regula falsi entsprechenden Verfahren vorzugehen _ 
hat.4 Abb. 2 zeigt mehrere nach dieser Methode ermittelte kritische Sehnen. Die 
Formeln (7) und (8) gestatten eine numerische Uberpriifung dieser Ergebnisse. 


—~ 


Ry At 
} 


4 Man ziehe durch den Punkt P, versuchsweise eine Sehne, hierauf senkrecht dazu durch 
den zu P, gehorigen Kriimmungsmittelpunkt eine Gerade und verfolge diese bis zu ihrem Schnitt- 


; 


tischen Sehne gilt ein analoger Satz wie 


_Wendepunkt, so steht diese Ge- 


~ fachen graphischen Methode, um die Lage 


OE OT eee ON ee ee Tee eT ee 


z ahnlic! ah kann man auch ee Fail aes ae Rie: ied Ose fe 


n Drahtes behandeln. Da duurolt eine Ose nur -eine zum Draht senkrecht 
(ee 


stehende Reaktionskraft ausgetibt werden kann, muB die Os tit dem Ort des Wende- 
punktes zusammenfallen. Die kritische Sehne ist dann sone durch den ee 
(Ose) gehende Sehne, die bei ihrem zwei- 
ten Schnittpunkt, also bei der Klemme, 
mit der Elastika einen extremalen Winkel 
einschlieBt. Beziiglich der Lage der kri- 


im oben besprochenen Fall: Verbindet 
man den der Klemme zugehéorigen 
Krimmungsmittelpunkt mit dem 


rade senkrecht auf der kritischen 
Sehne. . 
Dieser Satz fiihrt wieder zu einer ein- 


der kritischen Sehne- zu ermitteln (vgl. 3 Kobast 


_ Abb. 3). Man hat nur durch Probieren einen 
solchen rechten Winkel mit dem Scheitel im Wendepunkt zu finden, fiir den die 
_ Ordinate des Schnittpunktes des einen Schenkels mit der Elastika doppelt so groB 


punkt mit dem zweiten Evolutenzweig. In diesem Schnittpunkt viskie man die Tangente an 
die Evolute und bringe sie mit der angenommenen Sehne zum Schnitt und beachte den Abstand 


dieses Schnittpunktes von der Elastika. Zwei Versuche genigen im allgemeinen, um mit hin- 
reichender Genauigkeit die wahre Lage der kritischen Sehne zu finden. Die Durchfihrung der 
Naherungskonstruktion stammt im ersten Entwurf von W. Frohlich (f). 
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ads 
Soy eas 


ist als die Ordinate des Schnittpunktes des anderen Schenkels mit der zugehorig 
Evolute. | BN 
- Hat man die Grduite des Schnittpunktes der kritischen Sehne mit der Elastika 


gefunden, so ermittelt man leicht unter Beniitzung von (6), (7) und (8) den Wert des © 


Winkels, den die Tangente mit der Kraftachse einschlieBt, mit 81° 25’,5 > und den Winkel, — q 


den die kritische Sehne mit der Elastika bildet, mit 77°30’. 
In beiden Fallen versuchte Born die Ergebnisse der Richtung mit Experimenten 


zu vergleichen. In Fall I gelang nur eine qualitative Uberpriifung, da die Realisierung — 4 


einer Hiilse groBe Schwierigkeiten verursacht. Im Fall II wurde an Stelle eines Drahtes 
ein Stahlband und an Stelle der Ose eine Rolle mit klemem Radius verwendet. Hier 
gelangte Born zu einer befriedigenden Ubereinstimmung von Rechnung und 
Experiment. . 

(Eingegangen am 2. Oktober 1946.) 


Wechselfelder, Kreisdrehfelder und elliptische Drehfelder. 
Von W. Gauster-Filek, Wien. 
Mit 19 Textabbildungen. E 


Vorbemerkung. 


Das Grundsitzliche der hier dargestellten Uberlegungen stammt aus acu 
Jahren 1922 und 1923, zu welcher Zeit ich an Prof. Dr. Karl Wolfs Lehrkanzel 
Assistentendienste leistete. Ein wesentlicher Teil davon findet sich in meiner Doktor- 
Dissertation ,,Uber elliptische Drehfelder“’ (Technische Hochschule Wien, 1923), 
die damals jedoch nicht im Druck erschien. Trotz des langen, inzwischen verstrichenen 
Zeitraumes sind mir keine Veroffentlichungen bekannt geworden, die meine damals 
fiir elliptische _Drehfelder entwickelte Darstellungsweise tiberholt erscheinen lieBen. 
Ich habe im Gegenteil' gefunden, da’ es wiinschenswert sein diirfte, auch die damit 
in enger Verbindung stehenden Sinusfelder und Sinusschwingungen in eine kurze~ 
tibersichtliche Darstellung einzubeziehen, da namlich — trotz der zahlreichen dariiber 
vorliegenden Veréffentlichungent — doch so manches unklar und unzweckmabig 
zu sein scheint und zu Irrtitmern Anla® geben kann. Es wurden daher in den Ab- 
schnitten I und III die wichtigsten Definitionen und Regeln iiber Sinusfunktionen 
und Sinusschwingungen, in Abschnitt VII einige Satze iiber elliptische Drehfelder 
zusammengestellt, so dafi an anderer Stelle jeweils nur ein kurzer Hinweis nétig ist. 
Die zusammenfassenden Abschnitte sind durch kleineren Druck kenntlich gemacht. 

So sei mir erlaubt, den festlichen AnlaB des Erscheinens dieses 
Heftes zu bentitzen, um —im herzlichen Gedenken an die schéne Zeit 


5 In Ubereinstimmung von M. Born. 

1 An grundlegenden Arbeiten tiber die symbolische Behandlung von Sinusschwingungen 
seien genannt: Helmholtz: Telephon und Klangfarbe. Berl. Ak. 1878, 488—500. — Lord 
Rayleigh: On forced harmonic oscillations of various periods. Phil. Mag. Vol. 21, 369—394.— A. 
Francke: Die elektrischen Vorgiinge in Fernsprechleitungen und Apparaten. ETZ. 1891 — 
12, 447—452, 458—463. — C.P. Steinmetz: Die Anwendung komplexer Gré8en in der 
Elektrotechnik. ETZ. 1893 — 14, 597—599, 631—635, 641—643, 653—654. Die Rech- 
nung mit Zeigern und komplexen Zahlen wurde bald auf alle in Betracht kommenden praktischen 
Aufgaben der Elektrotechnik angewandt und es entstanden auch zahlreiche, zum Teil sehr gute 
zusammenfassende Darstellungen. Wertvolle Klarstellungen brachte die Arbeit von F. Emde: 
Schwingungen und Vektoren (Arch. Math. Phys. 25—1916, 9—17), worin auch der Name Oszillator 
fiir den im folgenden verwendeten Ausdruck Zeiger vorgeschlagen wird. Beziiglich der symbolischen 
Behandlung von elliptischen Drehfeldern sei auf die »komplexen Vektoren‘‘ von F. Emde, a. a. O. 


und auf die ,,Bivektoren‘‘ verwiesen, die behandelt werden in Gibbs-Wilson: Vektor Analysis, 
426—436. New York and London. 1907. 


eee ee 


— > 


be L Addition von Sinustunktionen, Zeiger, komplexe Zatlen, Differentialquotient von ms 4 


Sinusfunktionen. Ea ee 


Die Grundlage fir die folgenden Betrachtungen bildet die bekannte Entwicklung der Summe - 
mehrerer Sinusfunktionen ein und derselben unabhangigen ee aS gy. Sind mehrere 
Sinusfunktionen von der Form 


fr (Y) = ay sin (p + o,) b=1,2...0 
gegeben, so ist zuniichst 


n n n a 
ke jx (9) = (48 ayoosay } sing + (23 agsin ay) 005 9 ws 
= 1 ‘ “ 
~Setzt man ae, ‘ eo 
k> a, COS &, = @ COS a, aa 
“a ha Ga 
/ n q ie 
kS' a, sin o, = a sin «, 
1 ioe 
so ergibt sich: " Z ite 
is : 1< = i: 
> fe (P) = > a, Sin (p + OX); ey 
= asin (p + «), : 5 
as =f (9), : j : 5a 
n 2 n A 2 1 : & 1): : * 
a =|k > a, cosa, | +(&S a,sino, |, (> Cae ez 
1 1 se 
n : 
k = Ay, SIN Xp - 
tg a = ~S 3 
ES! ay, 008 a5 : / aes 
Aut oie Weise ist es also méglich, die Summe mehrerer Sinusfunktionen durch eine einzige St: : 


Sinusfunktion darzustellen. 

Diese Formeln kénnen unmittelbar geometrisch gedeutet werden. Wir wollen im eee 
voraussetzen, da8 a stets reell und positiv ist, was keine Kinschrankung bedeutet, da man ent- 
weder ein Minuszeichen vor die Sinusfunktion setzen oder auch « um a vermehren kann. Wir 
wihlen nun irgendeine feste ,,Nullage‘‘, die wir als x-Achse eines ebenen Koordinatensystems 
auffassen wollen, ferner setzen wir ein fiir allemal den positiven Drehsinn entgegengesetzt zum 
Uhrzeigersinn fest, wodurch sich die Richtung der y-Achse ergibt. Ist eine Sinusfunktion ; 
fx (~) = a, 8in (p + a) gegeben, so ordnen wir der Amplitude a, den Betrag |a,| einer gerichtetén 

Strecke a, zu, die mit der «-Achse den Winkel «, einschlie8t. Dann ist deren x-Komponente 


A, = a, C08 a, die y-Komponente B, = a, sin a, Fur die geometrische Summe a mehrerer 


gerichteter Strecken .a, ergibt sich: 
. n . 
(1) — tS Apes . as r 
1 . is 
¥ n 
A =acosa =k S'A;,, COS Xp, 
x 1 
a . 
B =asna=—k Sa, sm Xn 
: - | ' 
( pee ae igen (1a) 
ae At Bt = («3 ay, 008 5 + (+3 asin) ; 
Bahasa 1 


n 
ky ay, sin Xp 
ee, 


ia : 
oa k cos Xp 


in sMomecee Ubereinstimmung mit Gl. (a). Ms 
Sinusfunktionen f, (vy) = sin (yp + Op) zugeordneten — Zeiger 


folgenden Satz aussprechen: Der Zeiger der Summe der Sinusfunktionen f (9) ist die goometri bay 

Summe der Zeiger dieser Sinusfunktionen. aa 
Ee Wie man sieht, ist diese Einfihrung der Zeiger Tnabhanee anew welche nelenee die i:<% 
as unabhingige Veranderliche y hat. Wir halten es fir zweckmaSig, zundchst von dieser rein formalen 


Zuordnung auszugehen und erst spdter die réumliche und die kinematische Deutung zu be- 4a 
sprechen. An Stelle des Ausdruckes ,,Zeiger“ findet man auch oft die Bezeichnung » Vektor“, ita 
die man jedoch in diesem Falle vermeiden sollte. Die gerichtete Strecke, die der Sinusfunktion 4 
zugeordnet wird, hat namlich keine unmittelbare geometrische Bedeutung unabhaéngig vom 
Koordinatensystem und es wire verfehlt, wie dies éfters geschehen ist, die Rechenregeln der : 
Vektoranalysis fir die vorliegenden Zwecke kinstlich zurechtzumachen. 
ini Hingegen ist es vorteilhaft, von der Darstellung der Zeiger durch komplexe Zahlen Gebrauch E 
ae a ae zu machen. Zu diesem Zwecke legen wir die reelle Achse der Gau8’schen Zahlenebene in die 
a-Achse des frither eingefiihrten Koordinatensystems. Dann entspricht der y-Achse die imaginare _ 
Achse und wir wollen die imaginare Einheit mit 7 bezeichnen, da man in der Elektrotechnik den _ 4 
Buchstaben i meist fir die Bezeichnung der Stromstirke vorbehalt. Dem Zeiger a mit den 
Komponenten A = acos « und B = asin « entspricht dann die komplexe Zahl 


a=A+jB=a(cosa+jsin x) =aes | (2) 
Wir bezeichnen a als ,,Symbol‘ S§ [f (v)] der Sinusschwingung | 
es; . f(p) = asin (y + «) = Asing + Beos@ 


und k6nnen somit schreiben: 


a = 8 [f(p)] = 8 [asin (p + o)] = ae, o 
aye S (Asin p + Boos gy) = -A +95 B. >) 4 
Man merke sich die speziellen Palle | 
ae ; S (a sin 9) =a, 
Piao. ! eae of 


Der frither fir die Summe der Zeiger von Sinusfunktionen abgeleitete Satz — se 
in folgender Form dargestellt werden: . 


: ger 
8 [+3 hi (| mene S [fe (¢)1- (4) 
Aa ES Man kann auch umgekehrt fragen, welche Sinusfunktion durch eine gegebene komplexe Zahl 
er dargestellt wird, was wir, wie folgt, schreiben wollen: 
- 871 (a e}*).= @ sin (p +x), 
Si(A+ 7B)=Asng+ Beosg, 
= 3b 
Ss {8 F)} =f (9) Bee 
3 8 [S~1 (a)] = a, 
Ny eae. Ba : . E 
* SchlieBlich wollen wir eine sehr einfache und oft verwendete Formel fiir den ersten und die 
hoheren Differentialquotienten einer Sinusfunktion f(y) ableiten. Wir bilden: 
oo d f(¢) eae 
i, 3 g [Aaa - |= S| (4 sn y+ B con) — 8 (4 coup Bing) 4 yay 
Und somit: 
d : 
P s |= ISTP (y)1- (5) 
Pe Fur die n-te Ableitung folgt: 
oe a” f( | 
: | | ho = (j") 8 Ef (g)]: | (5a) 
) dp 


Die Bildung der Differentialquotienten von Sinusfunktionen in symbolischer Form ist also 
sehr einfach. Denkt man an die Ableitung der Zeiger durch komplexe Zahlen in der Gau8’schen 


: a 


‘kennt man, 


mu 

; Hingegen 1a8t sich die Zeigerdarstellung bei der Produktbildung nicht unmittelbar anwenden. 

: Die eingefiihrte Symbolik setzte stets Sinusfunktionen der Form asin (y+ «) voraus. Das 
Produkt zweier Sinusfunktionen 


heigers um in der positiven Umdrehungsrichtung bedeutet. 


1 Ap 


5 ay Sin (p + a) * dy Sin (p + a) = [cos (~, — a2) — cos (2p + a + &)] 


_ besteht jedoch aus der Differenz eines konstanten Teiles und einer Sinusfunktion der doppelten 
. unabhangigen Verianderlichen. Es wurden symbolische Rechenmethoden fir Sinusfunktionen 
unter Bericksichtigung der héheren Harmonischen entwickelt,? die sich jedoch in der Praxis 
_ nicht durchsetzen konnten. Wir wollen darauf nicht niher eingehen. SchlieSlich sei darauf hin- 
_ gewiesen, da8 éfters von der Zeigerdarstellung von Sinusfunktionen in etwas anderer Form Ge- 
brauch gemacht wird. Man geht dabei nicht von f (y) = asin (y + «), sondern von der Funktion 
g (py) = a cos (p— a) aus und beniitzt dann zweckmiiBigerweise den Ansatz 
8 [9 (p)] = 8 [a cos (p — a)] = ai, 
d 6 
‘ S (Acoso + Bsing) = A+B. (8) 
Mit den speziellen Fallen 
é S (a cos y) = a, 
° : : (6a) 
: S (asin gy) =ja. . 
Auch unter dieser Annahme gelten sinngema8 die Gl. (4), (5) und (5a). Hingegen fihrt beispiels- 
weise der Ansatz S [a cos (y + «)] =ae/* zu S (asin g) = —ja, ist also nicht zweckmiafig. 


II. Das Sinusfeld. 


Wir haben bisher keinerlei Annahme tiber die Bedeutung der unabhangigen Ver- 
__ anderlichen » gemacht und wollen nunmehr zunachst davon ausgehen, da8 @ einen 
Winkel darstellt. Man kommt dabei zu etwas anschaulicheren Resultaten, wenn 
man den Ansatz g (p) = a cos (py — «) benutzt. Es sei nun ein Kreis mit dem Radius r 


CR Oe eee Te ED Rp ee ey a ee ee 


gegeben und es soll jedem Punkt desselben (der zugehérige Zentriwinkel, von einer 

festen Nullage gezahlt, sei gy) ein bestimmter Wert der Funktion g (y) entsprechen 

(s. Abb. la). Der zugehorige Zeiger a =ae’* ist gegen die Nullage unter dem 

- Winkel « geneigt und zeigt nach dem Maximum von g (qv). Man erhilt den Wert 

von g (¢) fiir eine beliebige Richtung, wenn man die Projektion des Zeigers aut diese 

- Richtung bildet. Wir sprechen in diesem Falle von einem einfachen oder zweipoligen 
— Sinusfeld. 

Beim ,,2 p-poligen Sinusfeld‘‘ nimmt g(p) die Form g (vy) = a cos (p eee o) an 

(s. Abb. 1b). Den zugehorigen Zeiger a = a e’* hat man sich wieder unter dem Winkel « 


‘ 2 Vgl. J. H.M.Manders: Applications of direct analysis to pulsating and oscillating 
phenomena. Dissertation Delft, 1919. 
a 
4 


e 


aB die Bildung -der—Differentialquotienten eine Drehung des - 


erste Maximum von g (¢) tritt beim Winkel a auf. Liegt die Polzahl 2 p fest, so ist a 


~ 


gegen die Nullage geneigt zu denken, gleichgiiltig, wie groB 


durch den Zeiger das Sinusfeld bestimmt und es kann beispielsweise der friiher ab- 
geleitete Satz iiber die Summenbildung auf mehrere Sinusfelder gleicher Polzahl 
angewendet werden. Wie spater naher ausgefiihrt wird, ist es notwendig, auBer dem 
ruhenden Sinusfeld auch pulsierende Sinusfelder (Wechselfelder) und gleichformig 
rotierende Sinusfelder (Drehfelder) zu betrachten. Zu diesen Zwecken erweist sich 
die Zeigerdarstellung als besonders vorteilhatt.* 


: III. Sinusschwingung, kinematische Deutung der Zeiger, lineare Differentialgleichung. 


Fihbrt man an Stelle der unabhangigen Veranderlichen @ der Sinusfunktion f (y) = a sin (p + «) 
die Zeit t in-der Form y = wt ein (@ wird als Winkelgeschwindigkeit bezeichnet), so spricht man 
von einer Sinusschwingung Fd) = eam ove ey. : ae (7) 
In diesem Falle ist es méglich, die Zeigerdarstellung in anschaulicher Weise kinematisch zu 
deuten. Zu diesem Zwecke denken wir uns wie friiher von einer willkirlich gewahlten Nullage 
aus (die mit der Richtung der x-Achse eines ebenen Koordinatensystems zusammenfallen soll) 
den Zeiger mit dem Betrag a unter dem Winkel « aufgetragen, lassen ihn jetzt aber zur Zeit t = 0 
beginnend, mit der Winkelgeschwindigkeit w gleichférmig rotieren. Der Endpunkt des Zeigers 
bewegt sich auf einem Kreis und seine Projektion auf die y-Achse ist dann die vorgegebene 
Funktion F(t) = asin(wt-+ «). Damit haben wir in einfachster Weise eine anschauliche kine- 
matische Deutung der Zeigerdarstellung erhalten. Wir wollen in diesem Zusammenhang die 
y-Achse als ,,Projektionsgerade“‘ (entsprechend dem Ausdruck ,,Projektionsebene“) bezeichnen. 

Geht man von der Kosinusfunktion g (gy) aus, so erhalt man fir die Sinusschwingung 
G(t) = a cos (w t — a). Zur kinematischen Deutung 148t man die ,,Projektionsgerade‘“‘ mit der 
Nullage zusammenfallen und mu8 sich nunmehr den Zeiger im negativen Sinne gleichfoérmig 
umlaufend denken. Es gelten dann sinngem48 alle fir F(¢) angestellten Uberlegungen, weshalb 
wir im folgenden die zweite Form der Darstellung meistens nicht mehr besonders erwihnen. 

Die Bildung der ersten Ableitung nach der Zeit kann ebenfalls anschaulich gedeutet werden. 
Da der Zeiger der Differenz zweier Sinusschwingungen gleich der geometrischen Differenz der 
Zeiger dieser Sinusschwingungen ist, so ist der Geschwindigkeitsvektor des Endpunktes des 
gleichférmig rotierenden Zeigers a der Sinusfunktion a sin (wt -+ a) der Zeiger ihrer ersten Ab- — 
leitung nach der Zeit wacos(mt-+ «). Die erste Ableitung wird also durch einen Zeiger dar- 
gestellt, dessen Betrag w-mal so groB als der des urspriinglichen Zeigers ist und der gegen diesen 


um — im positiven Sinne gedreht ist. In komplexer Darstellung erhalt man: 


2 
AF (t : 
6 | SP] = ior Fe). = (8) 
Fir die n-te Ableitung nach der Zeit folgt: 
d” F(t , ! 
S ee | = (jw) 8 [F(s)]. (Sa) 


Diese Formel erlaubt eine sehr wichtige Anwendung. Bekanntlich besitzt jede lineare 
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten, deren Stérungsfunktion eine Sinusfunktion 
ist, eine partikulare Lésung in Form einer Sinusfunktion gleicher Winkelgeschwindigkeit. Diese 


ist fiir die in den Anwendungen praktisch auftretenden Fille von besonderer Wichtigkeit, da ‘ 


sie die quasistationire Lésung nach Abklingen des Ausgleichszustandes darstellt. Es sei 


d a? a” ; . 
hoy + ye + hy SE +... + kn a = asin (wt + a) = a (0) (9), 


Dann folgt aus den Gl. (4) und (8a) 
[ko + (9) ky + (@j)® hg +... + (@ 7)" ky] S (y) = S [a (8)]. 


3 Vgl. Bodefeld-Sequenz: Elektrische Maschinen, 3. Aufl., 8. 114, Wien 1945, wo jedoch ais 
auf die Zeigerdarstellung des 2 p-poligen Feldes nicht eingegangen wird. 


. 


~ 


SARE 
= 


ee ee es 
“agai S(y) =», 

so erhalt man ~ 

b= z E 


“lig + (@ 9) ky + (@iPky +... +(@5)"k, 4 (10) 


woraus sich nach Gl. (3b) y = S>}(y) ergibt. Der Ausdruck 
= ky + (7) ky + (7) hy +... + (Wi), 


- ist eine gewohnliche komplexe Zahl und darf nicht als Zeiger aufgefaBt werden. S-1(3) = 


= s1 [5 ist natirlich eine sinnlose Bildung. In der Elektrotechnik wird fiir 3 oft der 
Ausdruck ,,komplexer Widerstandsoperator“ oder kurz auch ,,komplexer Widerstand“ gebraucht. 
Die groBe Anschaulichkeit der Zeigerdarstellung bei der Summenbildung und bei der Loésung 
des erwihnten, fir die Anwendung besonders wichtigen Typus von Differentialgleichungen ist 
die Ursache, warum die Zeigerdarstellung und die komplexe Rechnung in der Elektrotechnik 
allgemein verwendet wird. 

Zum Schlusse dieses Abschnittes noch folgende Bemerkungen: Bei elektrotechnischen Rechnun- 
gen wird Ofters der Betrag des Zeigers nicht der Amplitude a der Sinusschwingung, sondern 


dem Effektivwert Ree gleichgesetzt, wodurch sich natiirlich fiir die Betrachtungen nichts wesent- 


lich andert. Man kann ferner bei der kinematischen Deutung der Sinusschwingung die Zeiger 
tuhen und dafiir die Projektionsgerade im entgegengesetzten Sinne rotieren lassen. Wir haben 
hier die erstere Annahme bevorzugt, die auch allein in Betracht kime, wenn man héhere Har- 
monische durch Zeiger darstellen wollte. Hingegen ist die Darstellung mit rotierender Projektions- 
geraden bei Mehrphasenproblemen von Vorteil. SchlieSlich sei darauf hingewiesen, daB bei der 
symbolischen Rechnung wohl stets eine ganz bestimmte konstante Winkelgeschwindigkeit 
vorausgesetzt ist, daB aber das Resultat der Rechnung selbstverstandlich fiir verschiedene Werte 
von  diskutiert werden kann. Besonders anschaulich geschieht dies dadurch, da8 man den 
komplexen Widerstandsoperator 4 in seine reelle und imaginére Komponente zerlegt und die 
,,Ortskurve 3(@) = v(@) +jw(m) in der GauB’schen Zahlenebene bestimmt. Daritber gibt 
es zahlreiche Ver6ffentlichungen.* 


IV. Pulsierende und rotierende Vektoren, Wechselfelder und Drehfelder. 


Wir wollen zunachst Vektoren in einer Ebene betrachten, deren Betrage zeitlich 
veranderlich sind, die jedoch ihre Richtung beibehalten. LaBt sich die zeitliche Ab- 
hangigkeit des Betrages durch eine Sinusfunktion darstellen, so wollen wir von ,,pul- 
sierenden Vektoren“ sprechen: ; 

A(t) = A, sin (wt + a), (11) 
[2t(«)| = A(t) = A, sin (wt + «). : (1la)> 

Wir denken hier zunachst an GroBen, die inrer physikalischen Natur nach Vektoren 
sind. Betrachten wir z. B. eine lange, eisenlose Spule, die von zeitlich sinusformigem 
Wechselstrom durchflossen wird, so sind magnetische Felddichte 8 und magnetische 
Feldstiirke § in jedem Punkte im Innern dieser Spule durch pulsierende Vektoren 


_darstellbar. 


Nach Gl. (11a) ist der Betrag A (t) eines pulsierenden Vektors eine Sinusschwingung 
entsprechend Gl. (7) und kann daher durch einen Zeiger dargestellt werden. Man 
kénnte zunachst dessen Projektionsgerade willkiirlich wahlen, es empfiehlt sich aber, 


4 Vgl. O. Bloch: Die Ortskurven der graphischen Wechselstromtechnik. Zirich. 1917. Eine 
neuere zusammenfassende Darstellung ist: G. Oberdorfer: Die Ortskurventheorie der Wechsel- 
stromtechnik. Oldenbourg, Minchen 1934. | ; ; 

5 Eine Verwechslung der Gré8e A = |%| mit A entsprechend Gl. (la) ist wohl nicht zu be- 
firchten. : 


die Richtung der Projektionsgeraden mit der R ng des V 
zu lassen (s. Abb. 2). Wir nennen in diesem besonderen Falle die Proje nsgera 6 
,,Richtungsgerade“ und bezeichnen sie durch eine rémische Ziffer. Der zugehérige ie 
Zeiger sei durch die entsprechende arabische Ziffer gekennzeichnet. Richtungsgerade — 
und Zeiger bestimmen so auf einfache Weise den pulsierenden Vektor.® =e 
Wir wollen ferner ebene Vektoren betrachten, deren Betrag unveranderlich ist 
und die im positiven oder negativen Sinne gleichférmig rotieren. Wir wollen einen 
solchen Vektor ’,,Dreher“ nennen’? und sinngemé8 von ,,Plusdrehern‘‘ und ,,Minus- 
drehern‘‘ sprechen. Eine einfache Realisierung eines Minusdrehers ist ein Uhrzeiger. _ 
Selbstverstandlich haben die ,,Dreher‘‘ mit der kinematischen Deutung der Zeiger- _ 
darstellung keinen unmittelbaren Zusammenhang. Zur graphischen Darstellung der — 
Dreher zeichnen wir den betreffenden rotierenden Vektor in seiner Lage zur Zeit 
t = 0 (s. Abb. 3) und kennzeichnen Plus- und Minusdreher durch entsprechende Pfeil- _ 
spitzen in der Drehrichtung. Als Bezeichnung wahlen wir arabische Ziffern mit einem 
(Plus-) oder zwei Strichen (Minusdreher). 
Die Lage des rotierenden Vektors S(t) 
-zu einer beliebigen Zeit ¢ erhalt man — 
3 y durch Auftragen des Winkels w#, ausgehend 
of von der Anfangslage, und es ist dieser — 
\. PA fe Momentanwert % (¢) durch das gewéhnliche 
Slee e Zeichen. fiir einen Vektor (Pfeilspitze in 
Abb. 2. . Abb. 3. der Vektorrichtung) dargestellt. Aus der 
Bildung der Momentanwerte von Plus- (bzw. 
Minus-) drehern folgt, da&8 die Summe mehrerer Dreher gleicher Art wieder ein 
solcher ist und durch die geometrische Summe der einzelnen Dreher dargestellt wird. __ 
Zwei Dreher gleicher Art von gleichem Betrag, aber entgegengesetzter Richtung, . — 
heben sich auf. ae . | 
Wie im Abschnitt II gezeigt wird, laBt sich ein 2 p-poliges ruhendes Sinusfeld_ 
in einfacher Weise durch einen Zeiger darstellen. Wir wollen nun unter einem ,,pul- 
sierenden Sinusfeld“ oder ,,Wechselfeld‘‘ die Verteilung einer skalaren Veranderlichen 
langs des Umfanges eines Kreises in der Form 


; G (gp, t) = a cos (p y — x) - sin (wt + B) (12) - 
verstehen, d. h. die Verteilung entspricht Abb. 1, nur mit dem Unterschied, da8 
an Stelle der zeitlich unveranderlichen GréBe a jeweils der Momentanwert 
d sin (wt + B) autzutragen ist. Dieses Wechselfeld la8t sich durch einen ,,pulsierenden 
Zeiger I(t) entsprechend Gl. (11) darstellen, wenn man unter %) den Zeiger des 
-ruhenden Sinusfeldes versteht. 

La8t man ein 2 p-poliges Sinusfeld im positiven oder negativen Umdrehungssinn 


mit der Winkelgeschwindigkeit oe gleichformig rotieren, so erhalt man ein ,,gleich- 
férmig rotierendes Sinusfeld“ oder ,,Kreisdrehfeld‘, dargestellt durch den Ausdruck 


H (p, t) = acos (p p— « ¥ wd), 3 (13) 


° Vgl. Bédefeld-Sequenz: a.a.O. 8.115, Abb. 189. — Die in der Abbildung einge- 
tragenen Winkelgrade geben an, welche Werte der Vektor im Laufe einer Periode (entspréechend 
oe Umlauf um 360°) annimmt. Dies entspricht der “Darstellung durch Richtungsgerade und 

eiger. ; 

” Der Ausdruck ,,Dreher‘‘ wird in der ebenen Vektorrechnung auch in einem anderen Sinn 
gebraucht. Man versteht darunter einen Versor, der, mit einem ebenen Vektor multipliziert, diesen 
um einen bestimmten Winkel dreht, ohne dessen Betrag zu indern. Vgl. beispielsweise H. Kafka: 
Die ebene Vektorrechnung und ihre Anwendungen in der Wechselstromtechnik, Sammlung math.- 
phys. Lehrbicher, Bd. 22, 8. 5, Leipzig-Berlin, 1926 oder A. Fraenkel: Theorie der Wechsel- 
strome, 3. Aufl., S. 26, Berlin, 1930. 


r= 


> zur Zeit i=0 nos Winkel 2 oe ersetzt man « durch « oe @ t fehererachond dem oberen | 


- Vorzeichen in Gi. (13)], so bewegt sich das Maximum mit der Winkelgeschwindigkeit 2 oe 


im positiven Umlaufsinn langs des Kreises. Kreisdrehfelder lassen sich somit durch 


Zeiger darstellen, ‘die mit der p-fachen Winkelgeschwindigkeit des rotierenden Sinus- 


es a 


feldes umlaufen. Selbstverstandlich haben auch diese umlaufenden Zeiger mit der 
kinematischen Deutung der Zeigerdarstellung von Sinusschwingungen nichts zu tun. 

Bei den folgenden Betrachtungen wollen wir nur von pulsierenden und rotierenden 
Vektoren sprechen und offen lassen, ob es sich tatsichlich um Vektoren oder um Zeiger 
handelt, die Sinusfelder darstellen. Fiir die praktische Anwendung ist letzteres ane 


v. Darstellung pnisierender Vektoren durch Wirk- und Blindvektoren und 
rotierende Vektoren. 


Sind mehrere pulsierende Vektoren gleicher Richtung gegeben, fallen Ale ihre 


_Richtungsgeraden zusammen, so erhalt man den Zeiger der Summe dieser pulsierenden 
'Vektoren als geometrische Summe der Zeiger der einzelnen pulsierenden Vektoren 


(s. Abb. 4). Da die Richtungen der pulsierenden Vektoren untereinander iiberein- 


_ stimmen, sind die Betrage der Vektoren algebraisch zu addieren und es kann nach. 


Abschnitt I die Regel von der Addition skalarer Sinusfunktionen durch ge der 
geometrischen Summe der Zeiger angewendet werden. 
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Unter Verwendung dieses Hilfssatzes konnen wir den Zeiger eines pulsierenden 
Vektors in zwei Komponenten zerlegen, wovon die eine in die Richtung der Richtungs- 
geraden fallt, die andere senkrecht dazu steht (s. Abb. 5). Der ersten Komponente 
entspricht ein pulsierender Vektor der Form % = %,coswt, den wir als _ ,,Wirk- 
vektor“, der zweiten ein solcher der Form $ = %, sin wt, den wir als ,,Blindvektor“ 
bezeichnen wollen. Die entsprechenden Zeigerkomponenten seien Wirk- bzw. Blind- 
komponente des Zeigers genannt. In Abb. 5 sind Wirk- und Blindvektor heraus- 
gezeichnet. Es empfiehlt sich, Wirk- und Blindvektor nicht jedesmal durch Richtungs- 
gerade und Zeiger darzustellen und wir wollen zur Vereinfachung die eingetragenen 
Bezeichnungen verwenden, und zwar gerichtete Strecken (mit dem Anfangspunkt Q), 
die an Stelle der Pfeilspitze durch einen kurzen Querstrich bzw. einen kleinen Kreis 


‘gekennzeichnet sind. Der Wirkvektor. entspricht nach Betrag und Richtung dem 
-Vektor >, der Blindvektor dem um a zuriickgedrehten Vektor Bp. Man erkennt, 


2 
da8 die Summe mehrerer Wirkvektoren ein Wirkvektor ist, der sich als geometrische 
Summe der einzelnen Wirkvektoren ergibt. Das Entsprechende gilt fiir die Summe 


‘mehrerer Blindvektoren. 


-Wir konnen nunmehr beliebige pulsierende Vektoren zusammensetzen, indem wir 


sie jeweils in Wirk- und Blindvektoren zerlegen und die geometrischen Summen 


bilden. Das Ergebnis ist je ein resultierender Wirk- und Blindvektor, die im allge- 
meinen nicht senkrecht aufeinander stehen und daher zu keinem pulsierenden Vektor 


- gusammengesetzt werden kénnen. Wir werden spater sehen, da dieses allgemeinere 
_ Gebilde ein elliptisches Drehfeld darstellt. _ 


Wir ennai einen Wf pulsicrenden’ Vektor au 
und einem Minusdreher darstellen (s. Abb. 6). Der Plusdreher entspri 

Zeiger, der Minusdreher ist dazu symmetrisch in bezug auf die Richtungsgerac ey 
SS Diese Beziehung folgt unmittelbar aus der kinematischen Deutung der Zeigerdar- 
mee: stellung und der Bildung der Momentanwerte von Plus- 
bzw. Minusdrehern nach Abb. 3. Sind mehrere pulsierende 


durch gebildet werden, daf man jeden einzelnen in einen 
Plus- und Minusdreher zerlegt und diese zu einem resul- 
tierenden Plus- und einem resultierenden’ Minusdreher 


; “a é . zusammensetzt. Im allgemeinen werden diese ungleiche Be- 
en. Abb. 6. triage haben, lassen sich also nicht — wie dies auch nach 
ee dem friiher Gesagten zu erwarten ist — zu einem resul- 
er tierenden pulsierenden Vektor zusammensetzen, sondern ergeben ein elliptisches 
ees Drehfeld. Dieses ist also einerseits durch je einen Wirk- und Blinkvektor, die nicht 
he. aufeinander senkrecht stehen, anderseits durch je einen Plus- und Minusdreher von 
ane ungleichem Betrag darstellbar. 
4, VI. Zusammenhang zwischen Wirk- und Blindvektoren und Plus- und Minusdrehern. 
<a s,s Wir fragen zunachst nach der Bedeutung der Summe aus je einem Wirk- und Blind- 
vektor von gleicher Richtung und Betrag. In unserer abgekiirzten Darstellung nach 
; Abb. 5 ergibt dies ein notenkopfartiges Gebilde (s. Abb. 7a). Wir zeichnen nun ent- 
I 
| oe oe 
“hy : 
ae a 0 0 
aan ‘ 
ae a) b) Se) 
* ise ‘ * r . > 
‘eee Abb..7, | Abb. 8. 
if - sprechend Abb. 7b die Richtungsgeraden J und JI sowie die hier zusammenfallenden 
Zeiger 1 und 2 von Wirk- und Blindvektor. Nach Abb. 6 ersetzen wir (s. Abb. 7c) — 
Br. den Wirkvektor durch den Plusdreher 1’ und den Minusdreher 1”, deren Richtung 
2a : 
ee 
: ¢ : ‘ 
a a a 
0 ros $ (t+ ¢) 
+ HAD e Sf 
a 0 E aa peg 
$ gre 
os: Abb. 10. 


ae Blindvektor wird durch die Plus- ind Minusdteher 2’ und 2” ersetzt. Die Minus- 
dreher 1’’ und 2” sind gleich groB: und entgegengesetzt gerichtet, heben sich also 
aut, die beiden Plusdreher I’ und 2’ geben zusammen einen Plusdreher (s. Abb. 7d), 


der mit dem urspriinglich gegebenen Wirk- bzw. Blindvektor gleiche Richtung und — 


gleichen Betrag besitzt. Die Summe aus je einem Wirk- und Blindvektor von gleicher 


ee 


es 
jam 


Vektoren gegeben, so kann ihre Summe nunmehr auch da- 


ay “s mit 1 tbereinstimmt idl deren Betrag halb so groB als der des Zeigera’ 1 ist. Der ie 


OE Te ee ee Te Ty ee cn ee eee 
‘ r . . 
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Abb. 8 zeigt die entsprechende Zusammensetzung entgegengesetzt gleicher Wirk- 
und Blindvektoren, die einen Minusdreher ergeben, der mit dem Wirkvektor in Richtung 


und Betrag tbereinstimmt. Wir kénnen nun ein elliptisches Drehfeld, dargestellt _ 


durch einen Plusdreher und einen Minusdreher von verschiedenen Betrigen durch 
einen Wirk- und einen Blindvektor wie folgt ersetzen (s. Abb. 9). Dem Plusdreher 1’ 
entsprechen der Wirkvektor {, und der Blindvektor 8, von gleicher Richtung und 
Betrag. Dem Minusdreher 2’ der Wirkvektor %, und der entgegengesetzt gleiche 
Blindvektor 8,. Es resultiert also ein Wirkvektor Q, der der geometrischen Summe 
aus Plus- und Minusdreher entspricht, und ein Blindvektor 8, entsprechend der 
geometrischen Differenz aus Plusdreher 1’ und Minusdreher 2”. 

Demgema8 mu bei vorgegebenem Wirkvektor % und Blindvektor % der ent- 


_ sprechende Plusdreher durch die halbe geometrische Summe, der Minusdreher durch 


die halbe geometrische Differenz von Wirkvektor 2 und Blindvektor 8 gegeben sein 
(s. Abb. 10). Da sich in dem Summen- bzw. Differenzenparallelogramm die beiden 
Diagonalen halbieren, so kann man bei vorgegebenem Wirkvektor % und Blindvektor 8 
den aquivalenten Plusdreher 1’ am einfachsten so finden, da man die Endpunkte 
von % und $ verbindet und den Halbierungspunkt aufsucht, wahrend der aquivalente 
Minusdreher 2’’ durch den Halbierungspunkt von % und — % gegeben ist. 


VII. Das elliptische Drehfeld. 
& 


Wir haben bisher vorweggenommen, da durch je ein Paar Plus- und Minusdreher bzw. 
Wirk- und Blindvektoren ein elliptisches Drehfeld bestimmt ist. Wir wollen nunmehr darauf 
naher eingehen. Man nimmt an, es ware ein Plusdreher 1’ und ein Minusdreher 2’ gegeben, so 
stellen diese definitionsgema8 die momentanen Lagen der durch sie symbolisierten gleichformig 
rotierenden Vektoren zur Zeit t= 0 dar. Bezeichnen wir den 
Winkel, von der Richtung des Plusdrehers-im positiven Sinne 
bis zu der des Minusdrehers gemessen, mit 2, so werden die 


Richtungen der beiden Vektoren zur Zeit t = ~ ubereinstimmen. 


Wir wollen der Einfachheit halber die Zeit von diesem Augenblick 
an zaihien und mit ¢ bézeichnen. Dann erhalten wir fiir die geo- 
metrische Summe der Momentanwerte der beiden gegenlaufigen 
Vektoren, die wir den resultierenden Vektor des elliptischen Dreh- 
feldes nennen wollen, wie Abb. 11 zeigt. Zur Zeit t = 0 ergibt die 
geometrische Summe von 0A = a und OB = b die gerichtete Strecke OG = a + b. Zu irgendeiner 
Zeit = seien die Momentanwerte der beiden gegenlaiufig rotierenden Vektoren OD bzw. OF, ihre 
geometrische Summe bestimmt den Punkt F. Dieser hat die Koordinaten: : 


s 


a=(a+t b)cosot, 
(14) 


y = (a— b) sin wt, 


wenn wir in die Richtung von OC die x-Achse eines ebenen Koordinatensystems legen. Wir 


erhalten als Gleichung der Bahnkurve, welche die Spitze des resultierenden Vektors beschreibt: 


(Graph ssee Boe 


D. i. die Gleichung einer Ellipse mit den Achsen a + b und a — b. Daher der Name ,,elliptisches 
Drehfeld“. ; ee ot 
Man kann nun die Bewegung des resultierenden Vektors in einfacher Weise vollstandig 


beschreiben. Wir denken uns eine «-7-Ebene, die mit der #-y-Ebene die «-Achse gemeinsam hat 


é : hte Tk a+b 
und deren 7-Achse gegen die y-Achse um den, Winkel y geneigt ist, so da cos y = oT 


ist. 


a. ichtung und Betrag nach Abb. Ta ist also einem Plusdreher von gleicher Restane 
_ und Betrag nach Abb. 7d gleichwertig. ae Beha 


Bewegt sich ein Punkt aera , der Winkelgese! 
Radius a + 6 in der a- -n-Kibene, so sind seine Koordinaten — 


x = (a+b) cost, 
n = (a+ b)sin oft, 
Durch Projektion auf die «- -y-Ebene erhalt man fiir die Koordinaten « und y die Cyeite nach — 


Gl. (14). Die Bewegung des resultierenden Vektors des elliptischen Drehfeldes kann man also : 


durch Projektion einer gleichférmigen Kreisbewegung auf eine schrige Ebene darstellen. 
Bei einer solchen gleichférmigen Kreisbewegung stehen Radien, die zu Zeitpunkten gehéren, 
deren Differenz einer Viertelperiode entspricht, aufeinander senkrecht, d. h., die zu einem Punkt © 


gehérige Kreistangente ist jeweils zu dem anderen Kreisradius parallel. Daraus folgt, daB Vek- 2 
toren, deren zugehérige Zeitdifferenz einer Viertelperiode entspricht, konjugierte Dureh- pase 


messer der Ellipse darstellen. 


VIII. Anwendungsheispiele. 
An einer Reihe von Beispielen soll gezeigt werden, daB die ingrained Hilfs- 


mittel tatsichlich eine einfache und anschauliche Belin hierher gehoriger Auf- | 


gaben erméglichen. 


1. Zerlegung eines elliptischen Drehfeldes in ein Wechsel- und Kreis- 
drehfeld. 


Die Aufgabe ist nicht eindeutig bestimmt.* Wir kénnen beispielsweise die Richtungs- 


gerade des pulsierenden Vektors vorschreiben und fordern, daB der resultierende — 


Dreher ein Plusdreher ist. Das elliptische  __ 


den Minusdreher 2” gegeben, die angenom- 
mene Richtungsgerade sei IJ (s. Abb. 12). 
Dann ist der auf JJ symmetrische Plus- 
dreher 2’ zur Erganzung von 2” auf das 
gesuchte Wechselfeld notwendig, der Plus- 


Plusdreher 1’— 2’, der gesuchte Zeiger 


Abb. 12. Abb. 13. dem doppelten Plusdreher 2’. 


2, Zusammensetzung zweier Wechselfelder zu einem Kreisdrehfeld. 


Drehfeld sei durch den Plusdreher 1’ und — 


entspricht der Gré8e und Richtung nach 


dreher — 2’ ergibt mit 1’ den gesuchten — 


Das erste Wechselfeld sei durch die Richtungsgerade I und den Zeiger 1 gegeben, - : 


vom zweiten Wechselfeld kann beispielsweise die Richtungsgerade JJ angenommen 


werden (s. Abb. 13). Wir stellen in bekannter Weise den pulsierenden Vektor mit 


dem Zeiger 1 durch die beiden gegenlaufigen Dreher 1’ und 1’ dar. Verlangen wir 
ein resultierendes Kreisdrehfeld mit positivem Umlaufsinn, so miissen wir 1’’ durch 2’ 
zum Verschwinden bringen. Damit ist auch 2’ symmetrisch zu’ JJ bestimmt und 


schlieBlich entspricht der Zeiger 2 der GréBe und Richtung nach dem doupeitenes | 


Plusdreher 2’. Damit ist bereits das Wechselfeld mit der Richtungsgeraden JJ ein- 


deutig bestimmt. Das resultierende Kreisdrehfeld wurde durch die geometrische ~ 
Summe der Plusdrehe? 1’ und 2’ dargestellt. Won besonderer Wichtigkeit sind die 


Falle, in denen die Richtungsgeraden J und JJ aufeinander senkrecht stehen. Abb. 14 
entspricht der in Abb. 13 behandelten Aufgabe und man erkennt, da® die Zeiger 1 
und 2 und der resultierende Plusdreher 1’+ 2’ der GroBe und Richtung nach Zzu- 
sammenfallen. 


® Vgl. Bédefeld-Sequenz: A.a.0O., S. 120, wo ein spezieller Fall behandelt wird. 


sche Se eae 2 een 
t den Fall eines resultierenden Kreisfeldes mit negativem Umlaufs- 
_ Sinn. Ver Zeiger 2 ist nunmehr entgegengesetzt gleich dem Zeiger 1, der resultierende 
_ Minusdreher 1”+ 2” hegt symmetrisch zu 1 in bezug auf die Richtungsgerade I. 
_ Es wurde bereits darauf hingewiesen, daB es zur rechnerischen Behandlung von a 
a Mehrphasensystemen vorteilhaft ist, von der Form @ (py) =acos(wt—«) der ake 
Schwingungsgleichung auszugehen, da dann der Winkel « von der Richtungsgeraden ae 
aus zu zahlen ist. | 4 
Bei dem in Abb. 14 dargestell- 
ten Fall besitzt die erste Schwin- 
gung einen positiven zeitlichen 
_ Phasenwinkel «, der Phasenwinkel 
B der zweiten Schwingung ist 


4 — —« nacheilend oder « — oe 

» _voreilend. Die Ausgangslage des og 

__resultierenden, im positiven Sinne . ; Es 

_ umlaufenden Kreisdrehfeldes ist Abb. 14. Abb. 15. , - 

+ « von der Richtungsgeraden I aa 
aus gezahlt. In Abb. 15 ist der erste Phasenwinkel wieder mit « voreilend angenommen, ~ i ita ! 
der zweite Phasenwinkel ergibt sich hier mit « + > voreilend. Die Ausgangslage we 
des resultierenden, im negativen Sinne umlaufenden Kreisdrehfeldes ist nunmehr 
durch den Winkel — « bestimmt. 

_ 38. Zusammensetzung beliebig vieler Wechselfelder zu einem Kreis- ae “3 

{ drehfeld. wasnt eat 

4 Sind (nm — 1) Wechselfelder durch ihre Richtungsgeraden und Zeiger vorgegeben, © q'S3 = 
so kann man von einem n-ten Wechselfeld die Richtungsgerade ebenfalls willkiirlich — ia 
annehmen und den zugehérigen Zeiger so bestimmen, da’ ein Kreisfeld mit vorge-_ ae 


gebenem Umlaufssinn resultiert. In Abb. 16 stellen 
a’ und.b”’ Plus- und Minusdreher dar, die sich 
durch Zusammensetzung der n — 1 vorgegebenen 
Wechselfelder ergeben. J sei die Richtungsgerade 
des »-ten Wechselfeldes. Soll beispielsweise a’ ver- 
schwinden, also ein Kreisfeld mit negativem Um- 
laufssinn resultieren, so mu 1’ entgegengesetzt 
gleich a’ gemacht werden. Der Minusdreher 1’ a 
ergibt sich symmetrisch zu J und das _ resul- Abb: 16 ae 
tierende, im negativen Sinne umlaufende Kreis- ers amet. 
feld ist durch 6+ 1’ dargestellt. Der gesuchte Zeiger 1 entspricht der GroBe und 
Richtung nach dem doppelten Plusdreher 1’. 
- Die n Richtungsgeraden sind in den meisten praktischen Fallen symmetrisch 
angeordnet, fiir das Verschwinden des gégenlaufigen Kreisdrehfeldes ist es aber auch 
dann nicht notig, daB die Phasenwinkel der zugehérigen Zeiger irgendwelchen 
_ Symmetriebedingungen geniigen. Wir haben gesehen, daf} »—1 davon willkirlich 
-_ gewahlt werden koénnen und da die n-te Schwingung nach obiger Methode so be- 
_ stimmt werden kann, daB ein positiv oder negativ umlaufendes Kreisfeld resultiert. ae 
Bs ist daher unrichtig, wenn vielfach behauptet wird, daB bei symmetrischen Wick- a 
lungen die zeitliche Phasenverschiebung der Stréme gleich der raumlichen Versetzung ee 
(im elektrischen Winkelma8 ausgedriickt) der Spulen am Ankerumfang sein muB, We 
damit ein Kreisfeld entsteht. Diese Bedingung ist, hinreichend, aber nicht notwendig. 


pee 
CSR ae 


in 4, Symmetrische Dreiphasensystem ae ye 
~ Die symmetrischen Dreiphasensysteme besitzen so groBe praktische Bedeutung, 
daB auf sie noch etwas naher eingegangen werden soll. In Abb. 17 sind die drei 
symmetrischen Richtungsgeraden I, [J und J// eingezeichnet und der Zeiger 1 mit 


der positiven Phasenverschiebung eingetragen. Wir zerlegen das erste Wechselfeld ee 4 
in die gégenlaufigen Kreisdrehfelder mit den Drehern 1’ und Is Wollen wir die im 
negativen Sinne umlaufenden Kreisdrehfelder zum Verschwinden “bringen, so kann 


dies durch Hinzufiigen der symmetrisch liegenden Minusdreher 2’’ und 3” zu 1” 
geschehen. Man mu8 dabei beachten, dal a 
die Bezeichnung der Minusdreher in umge- 
kehrter Reihenfolge wie die Aufeinander- 
folge der Richtungsgeraden J, JJ und 111 


Abb. 17. ; Abb. 18. 


erfolgt, da sich sonst drei gleichphasige, symmetrische Wechselfelder ergeben, deren 
geometrische Summe identisch Null ist. Wir bezeichnen also die Minusdreher 2” 
und 3” in der in Abb. 17 angegebenen Reihenfolge und erhalten durch Spiegelung 
an den Richtungsgeraden JJ und III die Plusdreher 2” und 3’ und damit auch die 
Zeiger 2 und 3. Man erkennt, da die Plusdreher 1’, 2’ und 3’ zusammentfaHen und 
man erhalt den resultierenden Plusdreher 1’+ 2’-+ 3’ mit dem %/,fachen Betrag und 
einer durch den Winkel « bestimmten Ausgangslage. Die drei Zeiger 1, 2 und 3 fallen 


ebenfalls zusammen und es sind ihre zeitlichen Phasenlagen (jeweils voreilend als 


Site 2 4 
positiv anzugeben): «, « — a und «— a 


Will man ein im negativen Sinne umlaufendes Kreisdrehfeld erhalten, so miissen 
die Plusdreher zum Verschwinden gebracht werden. 1’ ist durch die angenommene 
Phasenlage von 1 bestimmt, 2’ und 3’ werden wieder symmetrisch angenommen 
(s. Abb. 18). Die Zeiger fallen diesmal nicht zusammen, sondern liegen symmetrisch, 
aber in entgegengesetzter Reihenfolge wie die Richtungsgeraden, da sonst die geo- 
metrische Summe der Wechselfelder, vie friiher erwaihnt, verschwinden wiirde. Fiir 


die zeitlichen Phasenlagen der drei Wechselfelder erhalt man: «, « + ae und « + oe 


Der resultierende Minusdreher hat wieder den °/,fachen Betrag, die Ausgangslage 
ist diesmal durch — « bestimmt. Die Verallgemeinerung auf symmetrische n-Phasen- 
systeme ist naheliegend. 


SchheBlich sei nochmals darauf hingewiesen, daB beim Ersatz von Sinusfeldern™ 


durch Zeiger (ausfiihrlich mit ,,Feldzeiger‘‘ im Gegensatz zu ,, Schwingungszeiger 
zu bezeichnen) es offen gelassen ist, wie groB die Polzahlen der Sinusfelder sind, die 


abgeleiteten Beziehungen sind fiir beliebige Polzahlen giiltig. In den Zeigerdiagrammen — 
nach Abb. 12 bis 18 entsprechen die Richtungsgeraden J, JJ und III den Richtungen | 
von Zeigern 2 p-poliger Sinusfelder, es sind also nach Abb. 1b die Winkel, die die _ 


Ee 


— = * 


—— ss 


i 
ee ee eee ee ee eee 


newts, 


hungsgeraden mit einer festen Nullage einschlieBen, durch die Polpaarzahl zu 
_ dividieren, um jeweils die Lage des ersten Maximums ‘des Sinusfeldes zu erhalten. 
Ei. Die Betrage der (Schwingungs-) Zeiger 1, 2 und 3 sind fiir die GroBe der maximalen 

Schwingungsamplituden maBgebend, die Winkel zwischen den (Schwingungs-) Zeigern 
und Richtungsgeraden geben die zeitlichen Phasenlagen an, haben also gelbstver- 
_ standlich mit der raumlichen Lage nichts zu tun. 


5. Konstruktion einer Ellipse aus konjugierten Durchmessern. 


Es seien zwei konjugierte Durchmesser einer Ellipse entsprechend den Vektoren 2 
und % gegeben (s. Abb. 19) und es sollen GroBe und Richtung der Halbachsen dieser 
Ellipse bestimmt werden. Nach der Bemerkung am Ende des Abschnittes VIL konnen 
wir % und 8% als Momentanwerte des 


resultierenden Vektors eines elliptischen Ge Stee 
_ Drehfeldes auffassen, die zu zwei Zeitpunkten ca 


mit einer Viertelperiode Differenz gehoren. 
LaBt man % einem Wirkvektor entsprechen, 


~so mu8 8 um = zurtickgedreht werden, um 


den zugehérigen Blindvektor 8 zu_ er- 
halten. Nach Abb. 10 ergeben sich der 
Plusdreher 1’ und der Minusdreher 2” aus | 
den MHalbierungspunkten der durch die 
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YY 
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Abb. 19. 


‘Endpunkte von & und $ bzw. % und —% bestimmten Strecken. Durch Halbieren 


des Winkels zwischen 1’ und 2” ergibt sich die Richtung der groBen Hauptachse, 


deren Lange als Summe der Betrige der Dreher 1’ und 2”, wahrend die Linge der | 


kleinen Hauptachse durch die Differenz der Betrage von 1’ und 2” gegeben ist (vgl. 
Abschnitt VII). Damit ist die Aufgabe in einfachster Weise gelost. 


IX. Zusammenfassung. 


Ebene Vektoren konstanter Richtung, deren Betrage zeitlich sinusf6rmig ver- 
anderlich sind (,,pulsierende Vektoren‘‘) und gleichférmig rotierende Vektoren ergeben 
in beliebiger Zusammensetzung elliptische Drehfelder. Es kénnen an Stelle -der 
Vektoren auch sinngema8 die Zeiger 2 p-poliger Sinusfelder betrachtet werden, was 
zu den Begriffen des Wechselfeldes und des Kreisdrehfeldes fiihrt. Eine zweckmaBige 
Darstellung erfolgt durch Richtungsgerade und Zeiger, sowie durch Plus- und Minus- 
dreher. Ferner wird die Zerlegung pulsierender Vektoren in Wirk- und Blindvektoren 
eingefiihrt und es wird der einfache Zusammenhang zwischen der Darstellung eines 
elliptischen Drehfeldes einerseits durch Wirk- und Blindvektoren, anderseits durch 
Plus- und Minusdreher abgeleitet. SchlieBlich wird eine Reihe von elliptischen Dreh- 
feldern vorgefiihrt,.die dank der Einfachheit der entwickelten Regeln in weitgehender 


Allgemeinheit tiberblickt werden kénnen. : 
: (Eingegangen am 10. Oktober 1946.) 


Der Culmannsche und der M 
Von F. Jung, Wien. 
Mit 2 Textabbildungen. 


Die reduzierte Spannung 0 in einem Punkt O eines elastischen Kérpers ‘ist ein” 
Vektor, der bestimmt ist fiir jede Stellung eines durch O gelegten Flachenelementes 


durch den Spannungstensor (symmetrischen Affinor) @. Ist e der Einheitsvektor : 


normal zu dem Flachenelement, so ist 


@ ne €|@, 


wo ee Vertikalstrich das Grassmannsche Zeichen fe das Innenprodukt ist. Ebenso 
ist die spezifische Verzerrung fiir die durch @ gegebene Richtung bestimmt durch 
den Verzerrungstensor, der Impulsmomentvektor (Schwungmomentvektor) fiir eine 
durch O gelegte Drehachse von der Richtung e durch den Tragheitstensor. Allgemein ist" 


: a 
1, 


a= 20; x Cis es k=1,2,3, Gy = Mi; 


wo é;, €, das Allgemeinprodukt bedeutet und é,, é2, 3 drei pre normale Einheits- 


vektoren. Beim Spannungstensor ist a die Spannung, a;; = o; die Normalspannung, : 
Q:, = T:, die Schubspannung, beim Verzerrungstensor ist a die Verzerrung, a;;=e&; 
die Dehnung, a;, = y;, die Gleitung, beim Tragheitstensor ist a der Impulsmoment- ~ 


vektor fiir die Winkelgeschwindigkeitseinheit, a;; = J; das Tragheitsmoment, a;, = J;, 
das Deviationsmoment. Da in all diesen Fallen gleichartige Abhangigkeiten vorliegen, 
eignen sich fiir ihre graphische Behandlung auch gleiche Verfahrungsweisen, besonders 
also die Beniitzung der sog. Mohrschen Kreise, worauf ich schon vor vielen Jahren 
hingewiesen habe.1 

Ich sage die sog. Mohrschen Kreise, weil der eine davon gar nicht zuerst von Mohr 
angegeben wurde, sondern von Culmann in seinem grundlegenden Werk ,, Die graphische 
Statik‘‘,? was Mohr wohl kaum unbekannt sein konnte, trotzdem er es in der betreffen- 
den Abhandlung? nicht erwahnt. Allerdings hat er diese Darstellung bedeutend aus- 
gebaut, so daB man mit Recht von einem Culmann-Mohrschen Kreis sprechen sollte. 
Anderseits wird der von Mohr tatsichlich zuerst angegebene Kreis* haufig als Mohr- 
Landscher Kreis bezeichnet oder ganz unzutreffenderweise nur als Landscher Kreis, 
obzwar Land ausdriicklich von der betreffenden Abhandlung Mohrs ausgeht Hoes 
keine wesentliche Erweiterung gibt. 

Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, mégen im folgenden die Aus- 
fiihrungen an den Spannungstensor gekniipft werden. Gibt man dem Stellungsvektor @ 


im Punkt O alle méglichen Richtungen, so liegen die Endpunkte der zugehérigen” 


Spannungsvektoren © auf dem Laméschen Spannungsellipsoid. In jeder der drei 
Hauptebenen fallen die einander entsprechenden Vektoren € und 06 beide in diese 
Ebene. Einfach erhailt man zu e@ das zugehérige 0, indem man die Spannungsellipse 
dieser Ebene auffaBt als affine Abbildung der beiden konzentrischen Kreise iiber 
den Ellipsenhauptachsen als Durchmessern entsprechend einer bekannten Ellipsen- 


Fz 
: 


ae 


a 


_ 


2 


konstruktion. Abbildungen dieser Laméschen Spannungsellipse sind nun sowohl bk: 


1 Prisniemionh as verschiedener Abbildungen der elastischen Spannungsverteilung. Techn. 
BL, Prag 85 (1904). 
2 1. Aufl. 1866, 2. Aufl. 1875. 


8 Uber die Darstellung des Spannungszustandes und des Deformationszustandes eines eg 


elementes. Zivilingenieur, 1882. 


4 Graphische Darstellung zugeordneter Spannungs- und Verzerrungszustinde. Ingenieur- 2 


Arch. 4 (1933). 


sche Kreis. Die ith che Darstellung dieser Be- 
| Wege und lat den recht einfachen anschaulichen j 

4usammenhang gar nicht hervortreten. Fiir den Culmannschen Kreis habe ich ihn —— 
schon in der oben erwahnten Arbeit gezeigt, die natiirlich ganz unbeachtet geblieben ist. ee 
Die zur Stellung @ gehdrige Gesamtspannung 6 sei dargestellt als Vektorsumme ah 
_. der Normalspannung o und der Schubspannung 7 py 
= @ =o +4T. 

 +€, und éy seien die Richtungen der Hauptspannungen. Abb. 1 entspricht der Voraus- 

_ setzung, da nur Normalspannungen von gleichem Vorzeichen auftreten, Abb. 2 a 
der Annahme, da8 die Normalspannungen ungleiche Vorzeichen haben konnen. “a 
Nun werde der Stellungsvektor @ samt dem zugehérigen Spannungsdreieck oot in | 
die Richtung @;; gedreht, wodurch das Spannungsdreieck in die Lage 0’ o’ t’ kommt. oe: 


Abb. 1. ee oe 


~ 


Dann liegen die Endpunkte C der Vektoren 9’ offenbar auf einem Kreis (C), dessen ie 
Durchmesser gleich ist der Differenz (Abb. 1), bzw. Summe (Abb. 2) der Halbachsen ae 
der Spannungsellipse. Dies ist der Culmannsche Spannungskreis, die Abszissen seiner ere 
Punkte stellen die Normalspannungen dar, die Ordinaten die Schubspannungen. eae 


Die zu 0,’ gehdrige Stellung e, wird gefunden, indem man den Kreis (C) mit der 3 
Geraden 1,’ in H, schneidet und diesen Punkt mit B verbindet. Den drei Haupt- be 

| gpannungsebenen entsprechend erhalt man drei Culmannsche Kreise, deren weitere eae 
Verwendung dann Mohr gezeigt hat. | a 
Zwei zueinander normalen Stellungsvektoren @,, €, entsprechen in der Spannungs- eS 
ellipse die konjugierten Spannungen 0, 02. Zu ihnen gehéren in der Culmannschen 

_ Abbildung die Vektoren 0,’, 0,’, deren Endpunkte C auf einem Durchmesser des 
_ Kreises (C') liegen. Nun dreht man das Dreieck OCD um den Mittelpunkt D des 
- Gulmannschen Kreises so weit, daB die Punkte C saimtlich nach A fallen. Die 
; § Strecken 7,’, to’ kommen dann zur Deckung in +’, wahrend o,’ und o,/ in eine Gerade 
fallen von der Lange o,' + a,’ (Abb. 1) bzw. o;' — a,’ (Abb. 2) mit D als Halbierungs- 
E punkt, wie sich unmittelbar aus der Anschauung ergibt. Die aus O durch die Drehung 
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_ Ingenieur-Archiv I, 4-5. : 


ine 


. shervorgehenden Punkte M liegen ersichtlich auf einem mit ( onzentrische 
dessen Durchmesser gleich ist der Summe bzw. Differenz der Hauptspannung: : ae 
~ Das ist der Mohrsche Kreis. Der Durchmesser V, M, fallt, wie man sieht, mit #, H, 


ay 


trischen 


01; Orr . < 3 


zusammen, so daB die Geraden | 
OM, || BE, || ey und OM, || BE, |e, — | : 

die zu 0,’ und gy” gehdrenden Stellungsvektoren geben, wie es ja beim Mohrschen 4 
Kreis zutrifft. % d 
; c 

, 

E 

LN 


Abb. 2. 


Mohr hat den Kreis (M) eingefiihrt nur fiir den Fall gleichartiger Normalspannun- 
gen. Daf die Konstruktion auch anwendbar ist bei ungleichartigen Normalspannungen, 
hat Herr Klotter gezeigt.4 Bei der eben vorgefiihrten Ableitung ist dazu keine ge- 
sonderte Betrachtung nétig. Auf dem hier eingeschlagenen Wege lassen sich in an- 
schaulicher Weise auch die Ergebnisse ableiten, die Herr Klotter gefunden hat be- 
ziiglich der Culmann-Mohrschen Abbildung zweier zugeordneter Tensoren, doch soll 


hier nicht naher darauf eingegangen werden. 
(Eingegangen am 5. November 1946.) 


Zur graphischen Integration linearer Differentialgleichungen 
mit konstanten Koeffizienten. 
Von R. Inzinger, Wien. 
Mit 2 Textabbildungen. 


In der vorliegenden Note soll gezeigt werden, da die Beziehungen, die zwischen 
einer Kurve und ihren Evolventoiden bestehen, mit Vorteil zur graphischen — 
Integration von linearen Differentialgleichungen beliebig hoher Ordnung mit konstanten 

Koeffizienten verwertet werden kénnen. 
Es sei’ P ein Punkt der orientierten Kurve k, ¢ der Tangentialspeer von k in P 
und ¢,,, jener durch P gehende Speer, der mit ¢ den Winkel « einschlieBt. Bewegt 


* 1 Vgl. Abb. 1 auf S. 417. ; r 


5 ee TT ee pe 


P auf k, dann fallen fiir ikea: a die Hees ie « eine orientierte Kurve hk, ,, 


die man als die «-Evolutoide von k bezeichnet. Fiir « = > > ergibt sich als Sonder- 


fall die Evolute k, von k, wahrend die Kurve k selbst als ne eigene Nullevolutoide 


aufgefaBt werden kann. 


Geht man dagegen von der Kurve k, , aus, dann ist die Kurve k alseine ~«-Evolven- 
toide von ky, zu Ses Als Sonderfalle der Evolventoiden einer Kurve k;, , 


ergeben sich dann fiir « = a die Evolventen von k,,, wabrend die 'Kurve he 


selbst wieder als ihre eigene Nullevolventoide betrachtet werden kann. 

Zu einer Kurve k gehort fiir jeden Wert von « eine «-Evolutoide hk, ,. Dagegen 
bilden die zur Kurve k,, gehérigen «-Evolventoiden eine einparametrige Kurven- 
schar. Ist daher k,, gegeben, dann erfordert die Bestimmung der «-Evolventoiden 
von k,, die Lésung einer Differentialgleichung erster Ordnung, die bei geeigneter 
Wahl der Koordinaten linear wird und konstante Koeffizienten besitzt. Die Funktion, 
durch die k,, bestimmt ist, erweist sich sodann als die Stérungsfunktion dieser 
Differentialgleichung. : 


Die «-Evolventoiden k der Kurve ky , schneiden simtliche Tangentialspeere von ky a 


_ unter dem festen Winkel «. Da sich diese Beziehung leicht konstruktiv erfassen laBt, 


_ so ergibt sich demnach daraus ein sehr einfaches Verfahren zur graphischen Tategration 


pte 


Bau- Ztg. 98, 287290, 333—335 (1931); 99, 27—30, 41—44, 67—69 (1932). 


von linearen inhomogenen Differentialgleichungen erster Ordnung mit konstanten 


_Koeffizienten, tiber das im folgenden berichtet wird. Die mehrmalige Anwendung 


dieses Verfahrens gestattet sodann auch die graphische Integration von Differential- 
gleichungen beliebig hoher Ordnung. 


Die Evolutoiden- und Evolventoidenbildung ist in der Theorie der ebenen Kurven 
seit langem wohlbekannt,? doch scheint der Vorteil, mit dem die Evolventoiden- 
bildung zur graphischen Integration von Differentialgleichungen verwendet werden. 
kann, bisher nicht beachtet worden zu sein. 


E. Meissner hat darauf hingewiesen, daB es fiir die graphische Integration von 
Differentialgleichungen haufig zweckmaBig ist, die auftretenden Kurven als Hiill- 
gebilde ihrer orientierten Tangenten zu betrachten.? Dies ist insbesondere dann 
vorteilhaft, wenn man zur Festlegung der Tangentialspeere in der Ebene deren Polar- 
koordinaten h, m verwendet. Es bedeutet also 4 den vorzeichenbegabten Abstand 
der Speere vom Koordinatenursprung O und g den modulo 2 bestimmten Winkel 
derselben gegen eine feste Nullrichtung 0. Kine orientierte Kurve k ist dann in diesen 
Koordinaten durch ihre sog. Stiitzfunktion h = h (y) festgelegt. Die Kurve k be- 
zeichnet E. Meissner als das Linienbild der Stiitzfunktion h = h (9). 


Der Vorteil dieser Koordinatenwahl fiir die graphische Integration von Differential- 
gleichungen besteht nun darin, dafi dadurch der Differentiations- und Integrations- 
proze8 in tiberaus einfacher Weise konstruktiv beherrscht wird. Ist namlich h = h (p) 
die Stiitzfunktion einer Kurve k, dann ist h, = h’ (¢) die Stiitzfunktion der Evolute k, 


von kundh,, = h™ (¢) die Stiitzfunktion der n-ten Evolute &, von k, die durch n-malige 


Evolutenbildung aus k gewonnen wird. 

Es entspricht also bei Verwendung polarer Speerkoordinaten ae 
Differentiation die Evolutenbildung und der Integration die Evol- 
ventenbildung. 


~ 2 G, Loria: Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven, 2. Aufl., Bd. II, 8. 261ff. 


Leipzig u. Berlin. 1911. 
' 8 EF. Meissner: Graphische Analysis vermittels des Linienbildes einer Funktion. Schweiz. 
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Eee tig) SAO) = DERG) 
fiir die Evolutenbildung die symbolische Gleichung 
k, = D*- k. 


Das von E. Meissner angegebene und als sog. Linienbildverfahren bekannt — 
gewordene Integrationsverfahren wird vornehmlich zur graphischen inioomna 
von Differentialgleichungen zweiter Ordnung angewendet. Es besteht im wesentlichen re 
darin, daB die durch eine gegebene Differentialgleichung n-ter Ordnung festgelegte = 
Beziehung zwischen der gesuchten Funktion und ihren ersten n Ableitungen vermége 
‘der Gl. (1) als Beziehung zwischen einer Kurve & und ihren ersten Horan gedeutet 
= werden kann. ec: 
. Das hier zur Darstellung gelangende Verfahren stellt insofern eine Voraligemoiienta = 
-des Meissnerschen Verfahrens dar, als es auf Doren von beliebig 
~ hoher Ordnung anwendbar ist. 

Betrachtet man nun an Stelle der Evolutenbildung die «-Evolutoidenbildung, 
dann ist — wie im folgenden gezeigt werden wird — der Operator D durch den | 
linearen Ree ee Di. = cos « + Dsina (2) 


zu ersetzen, der fir « = > y mit D identisch wird. Fir die Stiitzfunktion h,, (p) der a 
O- oe ky, von k “vilt dann sf ae: 
Ina) =Diar hy), 3) 
woraus fiir die «-Evolutoidenbildung die symbolische Gleichung oy 


folat. Ire = Diak . 4 
Die mehrfache Evolutoidenbildung fiir gleiche oder voreohdetiane Winkel «, 
B,...,» fihrt sodann auf einen linearen Differentialoperator D,, «, B,...,9 2-ter Ordnung, 
der sich als das Produkt : 
: Big a Da ete (4) 
von 7 gleichen oder verschiedenen Operatoren der Form (2) erweist. Aus (3) folgt 
nun fiir die Stiitzfunktion h, 4 ,...,,(~) der n-ten Evolutoide ky. ...,. von k 


hn a, B, ..., (P) = Dy a,6,...,v° h (9), . (5) 


wahrend sich fiir die mehrfache Evolutoidenbildung an Stelle der Gl. (1) die sym- 
bolische Gleichung = Dee 7, “ee 


Kn a, B, « 


ergibt, die fiir « = 6 =... =v = mit (1) identisch wird. 
Aus der Vertauschbarkeit der Reihenfolge der Operatoren in (4) folgt die Ver- 
_tauschbarkeit der zugehdérigen Evolutoidenbildungen. Dieses Ergebnis wird als_ der 
Satz von Lancret bezeichnet.t Es ist also z. B. die zweite «, B-Evolutoide Kia, re 
einer Kurve & mit der zweiten £, «-Evolutoide kee, von k identisch. By 


Ist ein beliebiger linearer Differentialoperator n-ter Ordnung D, mit konstanten aah 
(reellen) Koeffizienten 


D,=%+a,D+a,D?+. - +a, D* (6) 
gegeben, dann kann dior immer in anata Weise in der Form : Sito 
Ds =C° DD es Dy... as, (en 


dargestellt werden, wobei allerdings paarweise konjugiert komplexe Winkel auftreten _ 
konnen. Dagegen ist die Konstante ¢ unter allen Umstanden reell. Die Winkel «, 


4 Vol. G. Lorias A.a: O., S: 262. 


% te 


konstan iten I Koe off rienten. . 


ich aus ¢ sr 2u.D, gohtrigen Shara bvecateohen Gidiace: indem man 


zeln A; den negativ genommenen Kotangenten der Winkel «, B,..., 4 


3 _etga=—A, ctgP=—A,...- otgv =—A,. (8) 
: Fir die Konstante c ergibt sich durch Vergleich von (6) mit (7) bei Beachtung von (2) 
a 
=: COS & * COS BE cosy’ 


2 Restizt nun die charakteristische Gleichung von D,, Paare konjugiert komplexer 


s -Wurzeln, dann gehéren zu diesen vermoége (8) oh konjugiert komplexe Winkel, 
_ fiir die aber das Produkt der Kosinus reell wird. Die Konstante c ist also tatsichlich 


immer dann reell, wenn D, reelle Koeffizienten besitzt. Ist c = 1, dann soll der 
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Differentialoperator D,, als normiert bezeichnet werden. Ein beliebiger Differential- 


operator kann also immer durch Multiplikation mit. der reellen Konstanten + nor- 
= miert werden. Nur von solchen Operatoren soll im folgenden die Rede sein. : 


Ist nunmehr eine normierte lineare inhomogene Differentialgleichung n-ter Ordnung 


_ mit konstanten Koeffizienten in der Form (5) gegeben, dann kann die Stérungs- 


funktion hy, g,...,»(p) als die Stiitzfunktion einer Kurve ky, 6 ..,,» gedeutet werden. 
Die Loésungen h to. Ca, Cg, +++) Cy) Von (5) sind dann die Stiitzfunktionen der zu den 
Winkeln «, f,...,» gehdrigen n-ten Evolventoiden von ky.,¢ ,..,». Die graphische 
Integration der Differentialgleichung (5) erfordert nunmehr die schrittweise Durch- 
fiihrung der zu den Winkeln «, 8, ..., 7 gehérigen Evolventoidenbildungen. 

An ein graphisches Integrationsverfahren fiir Differentialgleichungen hoherer 


- Ordnung mu8 man aus konstruktionstechnischen Griinden die Forderung stellen, 
_ daB es in einfacher Weise fiir jeden Integrationsschritt die Beriicksichtigung der fall- 


weise gegebenen Anfangsbedingungen fiir eine spezielle Lésung gestattet. Diese 
Forderung ist bei dem hier zur Darstellung gelangenden Verfahren erfiillt, da aus 
den Anfangswerten h (% ), h’ (Po), h’’ (Po), - - +» A®— (Ho) einer speziellen Lésung h (¢) 
der Gl. (5) die Anfangsbedingungen fiir jede der erforderlichen Evolventoidenbildungen 
abgeleitet werden kénnen. Es kann also bei jedem Schritt des Verfahrens immer 
jeweils jene Evolventoide aus der einparametrigen Schar ausgewahlt werden, die 
zur Kurve k fiihrt, die den gegebenen Anfangsbedingungen entspricht. 

Um den Operator D,, (2) als zur «-Evolutoidenbildung gehérig nachzuweisen, 
werden im folgenden die wichtigsten Beziehungen zwischen einer Kurve & und ihrer 
«-Evolutoide k,, abgeleitet. Neben bekannten Formeln ergeben sich insbesondere 
die Gl. (18) und (19), die eine Anwendung des Verfahrens auch dann erméglichen, 
wenn Paare konjugiert komplexer Winkel auftreten. 

Fiir die Tangentialspeere ¢ in den Punkten P von & gilt in rechtwinkeligen 
Koordinaten x, y 


t: xcosy + ysing =h (9). (9) 
Daraus folgt durch mehrmalige Ableitung nach » 


| ty: . —zxsing + ycosy =h’' (9), (10) 
toss’ (— 1)" («cos p + ysin g) = he™ (9), | (11) 
Was (— 1)" (— xsin p + y cos y) = hem+0 (yp). (12) 


Die Speere #, erweisen sich als die Tangentialspeere in den Punkten P,, der n-ten 


Evoluten k&,, von k. Die Punkte P, bezeichnet man bekanntlich abi die n-ten 
Kriimmungsmitten von &. Sie sind bestimmt als die Schnittpunkte der Speere ¢, 


und ¢,,,;. Die Abstande r, = P,, P,, Pn, aufeinanderfolgender Kriimmungsmitten 
bezeichnet man als n-te Kréimmungsradien von k. 


“ag, 


Aus (9) bis (12) folgt t, (9) = ae a + D® 
oder | Ta tagline ee 

Se os ate 
wenn fir n = 0 r(y) = (1 + D)- h (py): (14) 
gesetzt wird. Es ergibt sich also der n-te Kriimmungsradius 7, (y) durch n-malige — a 


Ableitung des Kriimmungsradius r (¢). 
Aus (9) bis i entnimmt man weiters, daf tatsachlich 


i hn (p) = D”-h(g) . . 
die Stiitzfunktion der n-ten Evolute k, von k yee Dabei ist aiGaite zu be- ~ 
achten, da8 sich h,, (vy) auf eine durch den Winkel n- = > gedrehte Nullrichtung hariche 


Die Linearkombination cos «-t + sin «-t, der Gi. (9) und (10) fiir ¢ und ¢, ergibt — 
fiir den Speer ¢,, die Gleichung 


se 


; x cos (py + «) + ysin (p + «) aa ) cosa + h’ (g) sin «. (15) 
Daraus entnimmt man nun, dai ae 

| hi a (p) = h() cos « + fh’ (9) ie a 
oder wegen (2) je igh a Pen) ex. 


die Stiitzfunktion der «-Evolutoide k,, von k darstellt. | 

Es entspricht also tatsachlich dem linearen Differentialoperator 
D,., (2) die «-Evolutoidenbildung und damit dem inversen Operator die 
«-Evolventoidenbildung. Allerdings bezieht sich auch hier die Stiitzfunktion 
hy « (p) der «-Evolutoide k, , von & auf eine durch den Winkel « gedrehte Nullrichtung. — 

Die aus (15) durch Ableitung nach @ folgende Gleichung ~ 

—a«xsin (py + «) + ycos(y + «) =h’ (gy) cos a + h” (¢) sin « (Lo)ees 
stellt den Normalenspeer f,, im Punkte P,, von kh, , dar.®> Da sich (16) als Linear- 
kombination cos «:t, + sin «: ft, erweist, so geht daher f,, durch die zugehérige . 
Kriimmungsmitte P, von k. 

Wir betrachten nun die zweite «, B-Evolutoide k,, , und die erste (« + £)-Evolu- 
toide ky (a+p) von k,' die offensichtlich durch paraliele Tangentialspeere aufeinander: 
bezogen sind. Es gilt dann ~ : 

Dug » & coe hoon RL Da Cel ee : 
aa Da ip) = cos (oe By Deine By, eg 
woraus sich Dox, 6— D1 a+) = (1 + D*) sin o sin B (17) 


p = sin « sin B, 


ergibt. Setzt man | 


dann folgt wegen (14) aus (17) die Formel 


haa, 6 (P) — ha (a +6) (Y) = P78 (9); ~~ (18) 
die den Abstand paralleler Tangentialspeere von ky, und ky (. , g) zum Kriimmungs- 
radius r von k in Beziehung setzt. Durch n-malige Ableitung nach @ folgt daraus 
“aa unter Beachtung von (13) ee 

hen, (P) — hive +m (Y) =P Ta (9). » (19) 
Ks ist also auch der n-te Kritmmungsradius 7, von k ein konstantes Vielfaches des 
Abstandes paralleler Tangentialspeere der n-ten Evoluten von kg, g und ky 4p. 
Die Formeln (18) und (19) erméglichen die Durchfiihrung des graphischen Integrations- 


5 Vgl. Abb. 1 auf S. 417. : ee 
6 Vgl. Abb. 2 auf S. 418. 5 as 


1s eh dann, wet Mein der DeiLtbilen ing eines Differentialoperator fe 
rdnung Ds (ty: konjugiert komplexe Winkel auftreten. alee 
Wir zeigen im folgenden, wie man einen Differentialoperator zweiter Ordnung a 
2 -normiert und im Falle des Auftretens konjugiert komplexer Winkel die reelle Kon- : 3 
a stante p bestimmt. Aus Dy = a + a, D + a, D? (20) 


- folgt durch. einfache Umformungen wees 
et D, = (a) —a,) + a, D +a, (1 + D*) “i 

1 

= Dz = Da a,p= cos (x + 8) + Dsin(« +A) + p (1 + D9: 


eas c= (a — a.) ae + B = are t Ay ee 
Be = oe a = are tg —_+— ee ee 
0 2) a &s are p gear rape (21) a 
e. Die nike c, p und der Winkel « + £ ans demnach auch dann reell, wenn ae 
a ss zu D, (20) gehérige charakteristische Gleichung konjugiert komplexe Wurzeln 
 .. besitzt. 
F Wir wenden uns nun der konstruktiven Seite unserer Aufgabe zu. Unter der een 
& Bezeichnung. ,,Graphische Integrationsverfahren von  Differential- eae 
_ gleichungen“ werden in der Literatur die mannigfachsten Teilaufgaben dieses : 
Fragenkreises verstanden, ohne da8 eine scharfe begriffliche Abgrenzung derselben ee: 
vorgenommen wird. Wir stellen daher hier fest, dab es drei Gesichtspunkte sind, 

die bei jeder graphischen Integration beachtet werden miissen. 


und 


1. Festlegung der Elementmannigfaltigkeit. 
; Die Differentialgleichung n-ter Ordnung 
: j ‘ : F(a, YY’. - 5 Y) = 0 (22) ° as i: 
_ definiert in jedem Koordinatensystem eine » + 1-parametrige Mannigfaltigkeit von an 
Linienelementen n-ter Ordnung. Es soll dann zu gegebenen Anfangsbedingungen 
/ Serio ont ode (23) ee 
| das zugehorige Linienelement n-ter Ordnung von (22) auf konstruktivem Wege be- & 
_ stimmbar sein. Wird jedoch die es von (22) durch fortgesetzte Bildung sog. 
__erster Integrale 
- PEA Ue nasice BO 7), Cy) =O, «24, F, (BAAS Cy, CopiaaictO gaa, 0 (24) 
ins Auge gefaBt, dann soll aus den Anfangsbedingungen (23) fiir die gesuchte Integral- i r 
) kurve & auf konstruktivem Wege die Bestimmung der erforderlichen Anfangs- = 
bedingungen fiir jede der auftretenden Teilintegrationen mdglich sein, so dai k ae 
neben (22) auch allen Gl. (24) geniigt. 


2. Durehfiihrung der eigentlichen Integrationsaufgabe. 


: Darunter soll die Ausfiihrung jener Konstruktionsvorschriften verstanden werden, 
die es gestatten, aus einem gegebenen Linienelement n-ter Ordnung von (22) ein 
dazu geniigend benachbartes Linienelement »-ter Ordnung zu finden, das gleichfalls a 
‘zur Mannigfaltigkeit (22) gehort und von dem angenommen werden darf, daB es mit re 
dem Ausgangselement zum gleichen Elementverein gehort. ae 
Fiir Differentialgleichungen erster Ordnung kommen am haufigsten die folgenden ae 
Verfahren zur Anwendung. orga 
3 ; a) Schiebverfahren. ~ * om 
sd Der Punkt P eines Linienelementes erster Ordnung (P, t) wird auf der Tangente ¢ 
- desselben in eine Nachbarlage P’ verschoben und sodann die zum Punkt P’ gehorige 
Elementgerade ¢ ermittelt. Ein Gegenstiick dazu ist das 


eee - b) Drehverfa’ 
Hier wird ae Gerade t¢ des Linienelementes (P, t) um den Punkt . in eine 
lage #’ gedreht und sodann der zur Geraden ¢’ gehorige Elementpunkt P’ ermitt 
ce _ Wird das Linienelement (P , t’) als dem Linienelement (P, ¢) durch das Drehverfahre: 
S erhalten, dann ergibt sich umgekehrt (P,t) aus (P’,¢’) durch das Schiebverfahren. 
Die beiden Verfahren a und b entsprechen ae nur pe Genauigkeits- _ 
anspriichen. Wesentlich besser ist das J 


c) Sehnenverfahren, 


das auch als die ,.Methode der eingeschalteten Halbschritte“ bekannt ist. 
Es wird zuerst a und dann b ausgefiihrt. Es ergeben sich sodann aus einem Linien- 
element (P, t) die beiden Linienelemente (P’, ¢’) und (P’’, t’), von denen jedoch (P’, t’) — 
nicht als zu dem gesuchten Elementverein & gehérig betrachtet wird. Das zum : 
Element (P, ¢) auf & benachbarte Element (P’, ¢’’) ist dabei méglichst so zu wahlen, 
daB die Kurvensehne PP’ zur Elementgeraden ¢’ parallel wird. Beim Ubergang - 
von (P,t) zu (P”,?”) erfahrt also der Elementpunkt eine Verschiebung langs einer 
Kurvensehne, wahrend die Ripe nee ae gleichzeitig eine Drehung um den Element- 
punkt ausfihrt. 

Bei Ditferentintsleichuneen zweiter Ordnung werden haufig die ee folgenden | : 
Verfahren angewendet. 

d) Krimmungskreisverfahren. 


Ist im Linienelement erster Ordnung (P, ¢) ein Linienelement zweiter Ordnung 
(P, t, P,) durch seine Kriimmungsmitte P, gegeben, dann wird (P,t) um P, in eine 
Nachbarlage (P’, t’) gedreht und sodann die zum Linienelement erster Ordnung 
_(P',t') gehorige Kriimmungsmitte P,’ ermittelt. Eine Variante dazu stellt das aS 


e) Verfahren nach Lord Kelvin 


dite Auch hier wird die gesuchte Integralkurve k stiickweise durch Kriimmungskreis- ~ SS 

bégen ersetzt, doch gehéren diese nicht wie in d) zu den Linienelementen erster Ordnung . 

aaees, in den Beriihrungspunkten derselben, sondern zu solchen Linienelementen erster 
. _ Ordnung, die ungefahr in der Mitte der Kriimmungskreisbégen liegen. 


3. Verbesserung einer Naiherungslésung. 


Darunter soll die konstruktive Durchfiihrung der verschiedenen Iterationsverfahren __ 
-verstanden werden. Sie gestatten es, aus einer Naherungslésung eine verbesserte 
Naherungslésung zu gewinnen, die gleichfalls den gegebenen Annes bec ae 
entspricht. Neben dem Picardschen Iterationsverfahren kommen vor allem die von — 

E. Vietoris angegebenen Iterationsverfahren in Frage.” 

Wir haben nun im Hinblick auf unsere spezielle Aufgabe zu den Punkten 1, 2 
und 3 Stellung zu’ nehmen. 

Ist eine lineare inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung mit konstanten — 
Koeffizienten in der Form (3) gegeben, wobei der Differentialoperator D,, als normiert — 
vorausgesetzt wird, dann stellt die Stérungsfunktion h,,(y) die Stiitzfunktion einer 
Kurve k,, dar, die als die «-Evolutoide der gesuchten Integralkurve & zu betrachten 
ist. Die durch (3) bestimmte Linienelementmannigfaltigkeit ist also in 
einfachster Weise durch ihre Isoklinen gegeben, die sich als die Tongentelae eae. 

: von k,, erweisen. Entspricht der Speer t der Anfangsbedingung h (g9), dann ist 
Fe der Punkt P des Linienelementes (/’, t) auf ¢ festgelegt als der Schnittpunkt von cr 


Mh. Math. Physik 89, 15—50 (1932). 


7 L. Vietoris: Uber die Integration gewdhnlicher sone ee Cea durch Iteration. — : 
8 Vgl. Abb. 1 auf S. 417. Be 


eae 


atl pre 


m t d rp 


iimmungsmitte P, von 


mit dem Normalspeer f,, von k,,. Die Kenntnis der Kriimmungsmitte P,, von ky, , 


auf te. erméglicht sogar die Ermittlung der zweiten Krimmungsmitte P, von k. 
Es kann also leicht zu jedem Anfangsspeer ¢ von k das zugehérige Linienelement 


 gweiter bzw. dritter Ordnung bestimmt werden. 


Die Integrationsarbeit im engeren Sinne kann nunmehy nach jedem der unter 2 


ae angegebenen fiinf Verfahren durchgefiihrt werden. Fiir die Verbesserung einer 
_ Na&herungslésung erweist sich die Evolventeniteration® nach L. Vietoris am zweck- 


eS 


die zum Winkel « gehorige 
__ logarithmische Spirale zur 
__-Verfiigung, dann kann auch 
_ diese mit Vorteil zum Zeichnen 


von k verwendet werden. Die 


a 


& 


_ daher die Schablone so aufge- 


a __und die logarithmische Spirale - 


ee ON ae ee ee oO ee ee 
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_ schen Spiralen besitzen naim- 


-maBigsten, die auch gleichzeitig mit der Integration ausgefiihrt werden kann. 
Steht eine Schablone fiir : 


zam Winkel « gehérigen und 
k oskulierenden logarithmi- 


lich ihre Pole auf k,,. Wird 
legt, daB der Pol in P, , liegt 


den Speer ¢ in P beriihrt, 
dann kann k in der Umgebung 
von P durch die Spirale er- 
setzt werden. Eine Ver- 
schiebung des Pols auf k,, 
und eine darauffolgende Dre- 
hung der Spirale, bis eine Beriihrung mit ihrer urspriinglichen Lage eintritt, er- 


moglicht ein weiteres Stiick von k durch diese zu ersetzen. 


Als Beispiel fiir die Durchfiihrung der Integration einer linearen Differential- 


- gleichung hoéherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten wahlen wir die Gleichung 


dritter Ordnung hg a, p,y(~) = Dsa,b,y * h (~), 


deren Differentialoperator D3z,,, wir als normiert und durch die reelle Produkt- 


darstellung -Dse,64 = Pra Dip Dry 


gegeben voraussetzen. Die Stérungsfunktion hz, ¢,(~) fassen wir wieder als die 
Stiitzfunktion einer Kurve kz, 4, auf, die als dritte «, 8, y-Evolutoide der gesuchten 


_Integralkurve & zu betrachten ist (Abb. 1).1° & ist also die dritte «, 6, y-Evolventoide 
yon kgq,,,y, die aus kg,,,, durch dreimalige Evolventoidenbildung unter Bertick- 


sichtigung der Anfangsbedingungen h (7), h’ (Po), h’’ (~o) erhalten wird. Dazu be- 
notigen wir vor allem die zu jeder einzelnen dieser Evolventoidenbildungen gehérigen 
Anfangsbedingungen. 

Sind ¢, ¢, und ¢, die zu den Anfangsbedingungen gehérigen Speere, dann schneiden 
sich ¢ und ¢, im Punkte P und ¢, und ¢, im Punkte P,. Im Linienelement erster Ordnung 
(P, t) von k ist damit ein Linienelement zweiter Ordnung (P, t, P,) mit P, als Kriim- 


9 L. Vietoris: A.a.O., S. 46. 
‘ nu ca cg 
10 In Abb. 1 ist « = ve B ae = 6: 


ke -& geneigten Tangentialspeer ty, von ky,. Kann 
punkt P,, mit /,, angegeben werden, dann ergibt sich die 
k in (P,t) als Schnittpunkt des Normalspeeres ¢, von k_ 


mungsmitte bestimmt. Wir legen nun durch P den Speer ¢; ., d rm ets n W 
einschlieBt, und dazu den Normalspeer fg, durch P,. Der Schnittpunk Py, 
Speere bestimmt sodann im Verein mit ¢t,, ein Linienelement (P; a ty A) der o-Evolu- : 
me toide k,, von k. Durch P,, legen wir nun den Speer fq, a; der mit ta den Winkel pre 
einschlieBt, und ermitteln den gegen fy .,, unter dem Winkel geneigten Tangential-_ 
speer ts«,py VON kgag,y, der ksq, 6,» i Bs a, BY bertihrt. Der Schnittpunkt P2x,6 

von tg, mit ts,,g,, bestimmt nun im Verein mit tg, , eM Linienelement erster 


aoe 


hs - Ordnung (P2.,,t2a,a) der zweiten a, B-Evolutoide ky ap von k. _Damit sind nun 
ie fiir jede der auftretenden Evolventoidenbildungen die Anfangsbedingungen gegeben ¥ 
a und es kann nunmehr die Integration wie zuvor besprochen durchgeftihrt werden. _ 
Es sei noch darauf hingewiesen, dab 
man fiir die Kurven k, ky,, keo,g noch 
weitere Kriimmungsmitten angeben 
kann. So ergibt sich die Kriimmungs- 
mitte P,, von k,, in Py, als Schnitt- 


Be punkt des Speeres fg, mit dem Nor- 
pe malenspeer t34,g VON kyo,g in Pose. — it 
a ; Daraus kann nun die zweite Krim- ‘. 
e. mungsmitte P, von k als Schnittpunkt = 
cS des Speeres ¢, mit dem Normalenspeer y 
i tg, von tg, in Py, gefunden werden. F 


Die Abb. 1 zeigt die Ermittlung weiterer 
Kriimmungsmitten fiir k, ky, koa, p, 
-sofern der Bertihrungspunkt P3,,, 
von tga gy. mit kag, und die 
Kriimmungsmitte Py, 2, von ks. 5 » 
oS in Psya¢, bekannt ist. Es ergibt sich sodann fir & ein Linienelement 
oa fiinfter Ordnung (P,t, P,, Ps, Ps, P,), fiir k,, ein soleches vierter Ordnung (P, ,, 
tras Poo, Po, Pro) und fiir ky, ein Linienelement dritter Ordnung (P2., 9, fox, a, 
oes P3 4,8: Pao,g). Damit sind in mehr als hinreichendem Mae die Voraussetzungen 
* fiir die Integrationsarbeit im engeren Sinne gegeben, die nach den in Punkt 2 genannten 
; Verfahren sowie unter Verwendung von Schablonen ausgefiihrt werden kann. 

Wir haben nun noch zu zeigen, welcher Weg zu beschreiten ist, wenn bei der 
ee Produktzerlegung eines linearen Differentialoperators n-ter Ordnung konjugiert 
“g \ komplexe Winkel auftreten. Es gentigt offenbar, den Fall n = 2 zu betrachten. 

a ist he «, B(~) = Dou, 6° h (9) | 
a eine Differentialgleichung zweiter Ordnung mit den konjugiert komplexen Winkeln « 
und f, dann bestimmen wir vorerst nach (21) aus den Koeffizienten von Dz,,, den ~ 
~ reellen Winkel « + 6 und die Konstante p. Wir deuten sodann die Stérungsfunktion — 
hoo,e(p) Wieder als die Stiitzfunktion einer Kurve ky,,g (Abb. 2)," die als zweite : 
ae, a, B-Kvolutoide der gesuchten Integralkurve k aufzufassen ist. Sind ¢ und ¢, dieden 
Sa Antfangsbedingungen h (py) und h’ (gy) entsprechenden Speere, dann bestimmt ihr : 
a _ Schnittpunkt P im Verein mit ¢ ein Linienelement erster Ordnung (P, t) von k. Wir 
i ermitteln nun jenen Tangentialspeer fy. von ky «, g, der mit ¢ den reellen Winkel « + £ ) 
einschlieBt und legen sodann durch P den dazu parallelen Speer t, (a 4+. ey er :Pan-2) 53 
gentialspeer an die erste (« + 6)-Evolutoide k,(.4,) von k ist. Aus der Gl. (18) 


Abb. 2. 


ie folgt nun, daf der Abstand N, P; (4g) der parallelen Speere ty x,p UNd ty (z 4) mit 
% es dem p-fachen Kriimmungsradius r von k iibereinstimmt. Daraus ergibt sich die~ 
Ee Das ai ta ¥. oy) ke te 1 


et : 11 In Abb. 2 ist (o.¢ + p = 4? Pp = >: 


(iter pee e 


rdnung (P,t, P,) der gesuchten Integralkurve k bestimmt. _ , 
Der Normalenspeer ts. , von kg «,p 1m Berithrungspunkt P, 4, von tg, mit ky oe 


_ ist Tangentialspeer an die Evolute ks a,p VON keyg. Desgleichen ist der durch Py iy + py 
fe gehende und zu ¢, (. +) normale Speer ty (4 + a) Langentialspeer an die Evolute kp ( 4. 2) 


von ky(¢+4 4). Hs stellt daher nach Gl. (19) der Abstand N, Py (« +6) dieser parallelen 
Speere das p-fache des Kriimmungsradius 7, der Evolute k, von k dar. Dadurch 
ist die zweite Kriimmungsmitte P, von k bestimmt. Die Kriimmungsmitte P, (aw + 8) 
von ky (+) ergibt sich als Schnittpunkt von f, («+p) Mit tz (448). Ist von keyg noch 


die Kriimmungsmitte P, x,p bekannt, dann kann, wie die Abb. 2 zeigt, daraus fiir 


die Kurven & und k,(. 4) noch je eine weitere Kriimmungsmitte P, und P; iw + B) 
gefunden werden. Es ergibt sich somit fiir & ein Linienelement vierter Ordnung (P, 
t, P,, Pz, Ps) und fiir ky («+ ein solches dritter Ordnung (P, (a +) t1 (a +.) P2(a +6) 
P3 a+ )). Damit sind wieder in hinreichendem Ma8e die Voraussetzungen fir die 
Integrationsarbeit im engeren Sinne gegeben. Es mu8 hier betont werden, da die 
Kurve ky (+s) selbst fiir die Konstruktion der Kurve k nicht benotigt wird. 

Damit ist nun gezeigt, daB die graphische Integration von linearen inhomogenen 
Differentialgleichungen von beliebig hoher Ordnung mit konstanten Koeffizienten 
in allen Fallen.in tiberaus einfacher Weise durchgefiihrt werden kann. 

Aus dem Meissnerschen Linienbildverfahren wird durch die Polaritat am Einheits- 
kreis um den Koordinatenursprung bekanntlich das sog. Orthopolarenverfahren 
von R. Grammel® erhalten. Aus einer Kurve & und ihren ersten n-Evoluten kh, 
ky, ky, ...,&, ergeben sich durch diese Polaritaét die Kurve k, k,, k.,..., k,, die von 
R. Grammel als Polarbild bzw. als erstes, zweites usw. n-tes Orthopolarbild der 


Funktion h (p) bezeichnet werden. Zur Festlegung der Kurve & und ihrer Orthopolar- 


bilder k,, ky, . . ., k, werden polare Punktkoordinaten @, 01, 02, . . -» Qn verwendet, wobei 
1 1 tf | 
CAP Wie). RAO) igen Qn (P) = Ferg) 


gilt. Dabei ist zu beachten, daB sich der Polarwinkel fiir das i-te Orthopolarbild 
auf eine durch den Winkel 7: 3 gedrehte Nullrichtung bezieht. 5 


Es entspricht also dem Differentialoperator D in der Grammel- 
schen Darstellung die Orthopolarenbildung. eS | 
Konstruktiv ergibt sich zu einer Kurve k die Orthopolare k,, indem die Tangenten p 


von k& mit den durch den Winkel > gedrehten Radien geschnitten werden. 


Diese Konstruktion ist zur Evolutenbildung dual. Es erhebt sich nun die Frage, 
welche Konstruktion der «-Evolutoidenbildung vermége der Polaritét am Hinheits- 
kreis um o entspricht. Es ergibt sich, daB an die Stelle der Grammelschen Ortho- 


-polarenbildung eine Konstruktion treten mu8, die sinngemiB als «-Isopolaren- 


bildung bezeichnet werden kann. Das «-Isopolarbild k,, einer Kurve & ergibt sich, 


indem die Tangenten p von k mit den durch den Winkel « gedrehten Radien geschnitten 
werden. Die «-Isopolarenbildung ist also die naturgemaBe Verallgemeinerung der 
Grammelschen Orthopolarenbildung. Sind 0;,, y die polaren Punktkoordinaten fir 
das «-Isopolarbild k,, von k, dann gilt also 
1 
Oia (P) = Di hp’ 

122 R. Grammel: Ein Gegenstiick zum Meissnerschen Verfahren der graphischen Analysis. 

Ingenieur-Arch. 10, 395—411 (1939). 


ae oes ee a ee eee eM oly A ip . 7 a \ oe . vs . ‘ 
mungsmitte P, von k, die im Verein mit (P,t) ein Linienelement zweiter 


eau sich der Paleo @ auf ¢ 

bezieht. i S, us rs 
Dem linearen Difterentretoperios De (2 ). entspricht somit in- 
Grammelschen Darstellung die «-Isopolarenbildung. 

Es entspricht also auch einem normierten linearen Differentialoperator n-ter 
Ordnung mit konstanten Koeffizienten D, q ,, . , die n-fache, zu den Winkeln «, 
Bp...» gehorige Isopolarenbildung. Ebenso wie Se Eyota ot sind nun-— 
mehr auch die Isopolarenbildungen untereinander vertauschbar. 

Ist nun eine lineare inhomogene Differentialgleichung n-ter Ordnung mit Konstanten 
Koeffizienten in der Form (5) gegeben, dann stellt 


0) =p 
On x, B, ..., ¥ a Dg ae ) 


die Polargleichung einer Kurve ky«,s,..,» dar, die als das n-te «, B, - . ., ?-Isopolarbild % : 


der gesuchten Integralkurve _ kau ieeachicn ist. Sind die Anfangsbedingungen fiir k 


gegeben, dann kann k durch n-malige schrittweise Umkehrung der Isopolarenbildung 


gefunden werden. Die praktische Durchfiihrung geschieht unter Beachtung der 
von R. Grammel fit das Orthopolarenverfahren gegebenen Hinweise. 


(Hingegangen am 5. November 1946.) 


Kraftausbreitung in einer Saule. 


Von K. Girkmann, Wien. 
Mit 3 Textabbildungen._ 


1. Einleitung. 


Im Steg einer Saule mit I-formigem Querschnitt mit der Flache F greife eine 
Axialkraft P an: Abb. 1. Es wird die Ausbreitung dieser Kraft untersucht und fest- 
gestellt, ab welcher Entfernung vom Lastangriffspunkt der oberhalb liegende Saulen- 


teil praktisch als spannungsfrei, der unterhalb liegende als gleichmaBig mit o.5 = — be 


gedriickt betrachtet werden darf. 


Die Saule wird als Scheibenwerk aufgefaBt, bestehend aus einer Stegscheibe — 
(Breite 2.6, Dicke 6) und aus vier Flanschscheiben (Breiten c, Dicken #). Bei der Auf- 


Fe 


stellung der Randbedingungen wird scharnierartiger ZusammenschluB der Scheiben — jg 


angenommen und die idealisierte Stegbreite 2b (Abb. 1b, c) in Rechnung gestellt. 
Wir nehmen zunachst an, die Saule sei unendlich lang und im Unendlichen an 


beiden Enden a# = + oo gestiitzt, wobei dort die Reaktionen + ¥/, P auftreten 


(Abb. 2a). Durch Uberlagerung der Teilbelastung Abb. 2b gelangen wir zur unendlich — om 


langen, aber nur in « = — co gestiitzten Saule, aus der wir dann die gegebene Siule 
mittels der Schnitte « =h,, « = —h, heraustrennen. . 


2. Teilbelastung nach Abb. 2a; Stegscheibe. 


Die Airysche Spannungsfunktion, die den Spannungszustand der Steg- Be 
scheibe beschreiben soll, setzen wir zusammen aus der Spannungsfunktion F, der 
unendlich ausgedehnten, im n Punkte a=0,y¥=0 durch die Kinzelkraft Vg helasteten 


Ey: 


e -erméglicht wird. Die 


ee ae 

ee 4° 200 
_ wobei « die Querdehnungszahl 
des Werkstoffes bedeutet. Im 
Hinblick auf die gewadhlte 
_ Darstellung der Funktion F, 
setzen wir auch die Funktion 
_ FF, in Form eines Fourierschen 
_ Integrales an. Entsprechend 
den Symmetrieeigenschaften des 
von P hervorgerufenen Span- 
- nungszustandes mu’ auch 
_ F, — so wie F;> — eine un- 
gerade Funktion von zx und 
eine gerade Funktion von y 


ay rer daa a de (pa, (1) 


lok 


>) 
a 


& 
—_ 


N 


LL 


sein. Wegen der Symmetrie \\ 
zur x-Achse ligt | di NY 
oe geniigt es, die Nai > 
_ Lésung den Bedingungen NV She 
NN 


eines Langsrandes anzupassen. 
Die Funktion F,, die wir aus 
- -bekannten partikularen Inte- 
gralen der Scheibengleichung 
+ AAF = 0 zusammenstellen, 
-- ‘+braucht daher nur zwei noch 


5 naher ermittelbare Para meter- {4 
_ funktionen zu enthalten. Auf - 
_ Grund der vorstehenden Uber- 
__ legungen wahlen wir den Ansatz : Abb. la-c. ; Abb. 2a-c. 
< é ‘ aS " ; “ 
E 2 =; (Ai Gof ay + Boy Sin « y) sin ax da, (2) 


wobei tiber die Funktionen A,(«) und B, («) noch verfiigt werden kann. 
_ Mit (1) und (2) ist die Airysche Spannungsfunktion 


PF, =F, +F, | (3) 


der streifenférmigen Stegscheibe festgelegt. Sie liefert die Spannungskomponenten 


3 ,_ @F 7973 + ee ae ua 

a ae oe Gea) Se gee +,| Aah 2 By) Bolo oo 

aa _+ Bya y Sin « y) sin « ada, eee i) 

a , OF P — eet —a } i ‘e, 

5 0, == —Q)\ Ga y) e—*Vsin « «da A (A, Go} « y eh: 

3 + By ay Sin o y) sin « ada, ; (4/2) 

ie eR saa) ees <s ieee : ; | 
De arer = 9; (i279) e Ycos a da A [(A, + By) Snayt+. | 

+ B, « yo} « yj cos « x da, (4/3) 


1K, Girkmann: Flichentragwerke, S. 106. Wien: Springer-Verlag. 1946. 


one die Hse @ segeben ist . 


-o— a mee 


3. Die Flanschscheiben. 


Um die Ubergangsbedingungen am Rande z = 0 und die beiden > ‘Bedineuieet 

_ fir den freien Rand z = erfiillen zu konnen, mu8 der Ansatz fiir die Spannungs- 
funktion F, jeder streifenformigen Flanschscheibe vier frei wahlbare Parameter- 
funktionen enthalten: Wir bilden daher aus bekannten partikularen Integralen der 
ioe die wieder in x ungerade Spannungsfunktion : 


F,=\ 2 — (A, Sof az + BeazGinaz +0, Sinaz +D; 0260) «2) sin x ada @ a 
mit den Parameterfunktionen A, (x), Bz, (x), Cz (x) und D, (a). “Aus (6) folgt ee = 
son" = [Udy +2 B)Gof oz + ByazGinaz+ (CG +2D)Gmazt 
+ Dz « zo} « z] sin « eda, (7/1) = 

oe =—|| (A,Gofaz+ B, «oz Ginaz+0,6inaz+D, «zoj«z)sna xda, = (7/2) 7 
fe . ; ae 

Tos =— | [(da + By) Sin az + B, a 2 Gof az + (C, + D,) Gof a2 + a 
+ Dz «2 Sin « 2] cos « ada. (7/3) 


4. Aufstellung der Tama bedenmung se 
Unter Beachtung der eingangs durchgefiihrten iecaorenecy sind ee Rand- z 
bedingungen zu erfiillen: ei 
a) Am Rande y = + 0 des Steges mu oy = 0 sein. Wegen der Symmetrie des . 
Spannungszustandes des Steges geniigt die Betrachtung des Randes y = + 6. Im 
Hinblick auf Gl. (4/2) ist diese Bedingung fir jedes z erfiillt, wenn die Beziehung besteht : 


A, Gojaob+ Byab Gina b = — (=A — 0b) 0 ae. (8/1) 


b) In y = 6 gibt der Steg die Schubkraft 7’ = 6: (t,,'),_, an die anschlieBenden 
Flanschteile ab und es mu8 aus Gleichgewichtsgriinden an jeder Stelle x 
6° (Te tyme = 21 (Te demo 
sein. Mit den Gl. (4/3) und (7/3) lautet diese Bedingung 


al 


2 ' ee 
Tay eben — (Ay + By) Sin ob — B, wb Gof ob = —=* (C, + D,). (8/2). 

c) Die Stegscheibe und die anschlieBenden Flanschscheiben miissen in y = b, 
z = 0 gleiche Dehnungen ¢, aufweisen: 


can / , 
(Eo )yao = (Ex )e no — 
Dann werden aber auch die Normalspannungen (¢,'),-, und (¢,’’),.9 anndhernd 
gleich sein; denn es ist ; : 


# 


(Ex )e-0 = a [oe Isto lM (o), =o] 


und da die Flanschspannungen (o,’’),. durch den Endteil des Steges hindurch, VOU 3 
einer Flanschhalfte zur anderen, tibertragen werden, kann naiherungsweise die Rand-— 4 
dehnung des Steges gleich 


1 , z a 
(éx')yao = oo [(x’)y =o — be (o, )z=0] 
gesetzt werden, so daB die gegenstindliche Randbedingung auch in der Form 
(F0')y—o = (F2'") =o | 


n ngung mu fiir jedes” a erfiillt sein. Wie ¢ 
: Gl. d (7/1) Herment trifft dies Zu, , wenn die Beziehung gilt 
| Q (S44 able—ab 4 (4, 2B) Goad + BladGinab =A, + 2B, (8/3), 
Im Hinblick auf die bestehende Symmetrie ertibrigt sich die Aufstellung der gleichen 
ae Bescinetine fiir den Stegrand y = — b. , ; 
_-_ d) Am Rande z = ¢ der Flanschen muB o, = 0 sein. Wie aus (7 1/2) folgt, ist diese = 
Bedingung an jeder Stelle a erfiillt, wenn die Gleichung besteht jaa 
A, Gof ac+ B,acSinac+C,Sinnc+D,acOojac=0. (8/4) ir 
 e) Anjedem auBeren Flanschrand z =c muB ferner 7, ,’’ = Osein. Gema (7/3) giltsomit = 
(Az + B,) Gin wc + By a cCojf xc + (C,+ Dz) Cofac+D,acGinac=0. (8/5) — 
f) SchlieBlich miissen die inneren Flanschrinder z = 0, wenn von der Stiarken- 
___ anderung des zwischenliegenden Stegstiickes abgesehen wird, gerade bleiben und die aa 
___Verschiebungen w der Randpunkte der Flanschen miissen also Null sein. Fir die se 
Verschiebungskomponenten w, der ee gilt? im vorliegenden Falle’ 2 Be 


Bw, =| 0," de—w3 + Kat Ky | a= 


_- -wobei K, und Ky, aus den Randbedingdagen sich ergebende Festwerte bedeuten. 
Mit (6) ad (7/2) folgt hieraus 


Ew, ae = [A, Sin oz + By (~ 2 oj « 2 — Sin « z) + C, oj «wz + 
on co 
ae + D, («2 Sin «z —Coj « z)] sin «ada — | ~[(A A, + Bz) Sin az + 
a + az B,Goj «z+ (C,+ D,) oj az+azD, Sin « 2] sin « a da + K, at Ky 
z Fir den Rand z = 0 entsteht hieraus 
E(w,),-0=—,| ~[(C,— D,) + # (Cz + D,)| sin a ada + Kya + Ky. 3 
Diese Randverschiebung muB an jeder Stelle x Null sein. Das trifft zu fir K, = K, = 0 ., ae 


und fiir 7 piles Jeanie ey. (8/6) | a 


5. Ermittlung der Parameterfunktionen. 


Aus oc sechs Randbedingungen (8/1) bis (8/6) kénnen die sechs unbekannten 
Parameterfunktionen A,, B,, A,, B,, C, und D, bestimmt werden. Wir driicken ee 
zunachst mit Hilfe der Gl. (8/1) und (8/3) bis (8/6) die Funktionen A,, B,, As, B, 
und C, durch D, aus; mit Beniitzung der HilfsgréBe 


pian + Tk Gof? 2a0¢ + oe 
O— 1l+y 


So ee a 
erhalten wir so ay 


aa = . bg ab } oe 
se ges ey yp hs eae aber) . 
Qexg0|— wg g x b)| 4 2 


ermee D, 
B= i Gof x b 


(10) a 


aad Gintaec + ae 


L+yu = aN, l+e 
A, = 2 Dz Gin2ac+2ac ’ B, = 2D; Gin2ace+2ac’ 


2S. a. a..0., 8. 26, 27, Gl. (62a), (64). + > : a 


Mit Hilfe der Erge 
funktion D,: | : cag ce are, 
: ioe 2 edie igh tie te frei 
Tepe + Bg a b)e : 
(oo 
ye sepe 


Nach Rinsetted der Werte der Dehra aus (10) und (11) in die Gl. (4 
und (7) kénnen die Spannungskomponenten der Stegscheibe und der Flanschscheib 
zur Teilbelastung Abb. 2a berechnet werden. Hierbei erweist es sich als zweckmaBig 


= (Gin ab 4205) 


funktion D, allein auszudriicken. Man a so beispielsweise aus Ge 1), 
fiihrung der ersten Integration 


page, 3+ bu x Ae 2% y? 
f= OTE EF (a? + y?)* Bi 


a 
be 
oan 


ce aie 3 : ae 

aaa Cojab { Qe~*(ab(I I + H) __D,@(2—ab Ug a 

—(Qe-*> + D,®) ay Sin a yt sin x x dx. | . ome 
Ferner folgt mit (10) aus (7/1) | 


Ox =—| D, {2 — a2) Gof a2 [ote — Terre 
+ Gof? we) 2a 2|Gina z}sin a eda, (222) * 


pe 


: SchlieBlich sei noch der Ausdruck fiir die bezogene Langsschubkraft T = 6 (ty ag 27= io ; 
= 2t(t,.2),-0, die zwischen Steg und Flanschen auftritt, Yipee eo Aus~(7/2)2> 
_ folgt zunichst oe 
T =— 21) ( (C, + Dz) cos « x da 
und mit (10) entsteht hieraus 


foo) 


Pan earl D, cos « «da. (12/3) 


Die in den Formeln (12) auftretenden HilfsgréBen Q und @ sind durch die Gl. (5) 
und (9) festgelegt; die Parameterfunktion D, ist durch die Gl. (11) bestimmt. Die — 
verbliebenen Integrale kénnen auf numerischem Wege ausgewertet werden. ie 

Die Ausrechnung fiir die in Betracht kommenden Anwendungsfille zeigt, daB _ 


wt 


die Spannungskomponenten o,’ und o,’’ mit wachsendem x den Werten -+ ee coe 


zustreben, wobei das obere Vorzeichen dem Bereich positiver, das untere Vorzeichen — 
dem Bereich negativer x zugehért. Diese gleichmaBige Verteilung der Langsspannungen 
uber die Stabquerschnitte wird praktisch bereits in a = + 2(b +) erreicht. Die 
Stegspannungen o,’ und Tt,’ sowie die Flanschspannungen o,'’ und t,,’’ nehmen mit 
wachsendem x ab und werden in den Bereichen || = 2 (b + c) vernachlassigbar klein. — 


6. Ubergang auf die Saiule nach Abb. 1. 


Uberlagern wir der Siulenbelastung nach Abb. 2a jene nach Abb. 2b, die im 
Steg und in den Flanschen nur Normalspannungen 
Side E 
sien ty 


hervorruft, so gelangen wir zur Siintenbolaetune’ nach Abb. 2c. Der Teil der Siule, 
der oberhalb des in Abb. 2¢ schraffierten Abschnittes liegt, wird dann prakie 


se + 
y a 


a . * m 
We ait hit 4.) fe ee 
0 Raat e 


t 


a a 
\ 


\ 


Ms | \ 


et OS eee il kee al 


eI 
mers 


ey. 
Z 


a= Ss von welchen der eine ober- 


ae 
ae 


-- die zur Aufrechterhaltung des Gleich- 
P : . ; 

«6, =— > an, so befindet sich das ab- 
-_getrennte Sdaulenstiick praktisch im 2 


_ ergebnis, entstanden aus der Zusammen- | 
- legung der Teilergebnisse fiir die Be-  xi,+------- 


~sofern h, und hy, gréBer bzw. mindestens aj 
gleich 2 (6 + ¢) sind. . : 


wird annahernd mit oe =e 


halb, der Scalers unterhalbdes schraffierten sf S : 
— Gebietes i in Abb. 2¢ verlauft, ein endlich icles ae ea 
— langes Saulenstiick ab und bringen wir _ hoes 


an Ses unteren Schnittflache Hcdelbea 


al 


H 
H 

: 
babes 
= 
E | 
= 
= 
f= 
Fath 


gewichtes notwendigen = Gegenkriifte 


fp. saan “ Hang. 


as Pee eee 


gleichen Spannungszustande wie in der = § fmm 
unendlich langen Siule. Unser Loésungs- 


& 


—G500 


lastungsfalle nach Abb. 2a und 2b, gilt ae 
demnach auch fiir die Saule nach Abb. 1, 


Is 
r 
' 
' 
4 
Ib. 
#0. 


7. Zahlenbeispiel. 


Die Stiitze bestehe aus einem Peiner 
Trager Nr. 22. Es ist also 6 = 10mm, 
t = 16 mm, b = ¥/, (220 — 16) = 102 mm, 
c = 1/, (220 — 10) = 105mm. In Abb.3 ffi] 
ist der Verlauf der Normalspannungen 
0, =—0, + 0,,9 des Steges und o, =o,"’ + 
+ ¢,,)der Flanschen langs der Schnitte Abb. 3. Verlauf der Spannungen o, im Steg 


-G950 


ea — 0,6 6,. +b, 2b, +36 und —undin den Flanschhalften. Verlauf der zwischen - 


: : . “Steg und Flanschen wirkenden Liangsschub- 
= #6 dargestelit.’ Die “eingeschriebenen kraft 7. Die den Spannungslinien beigeschrie- 


gee bedeuten die Verhiltniswerte jenen Zahlen bedeuten die Verhaltniswerte 
oF Ferner ist auch der Verlauf der Xe 


Oy |=. 
Spannungen o, langs des freien Flansch- ~ ss 


randes z=c wiedergegeben; die Berechnung erfolgte mit Hilfe der Beziehung 


Co 
4 Y D 2 
(Cz)euce = (Cz Mee eo ho a Spite a aE “Ee 
Cof « 
é i —aciqgac ee 
3 oF’ 


~SchlieBlich ist auch der Verlauf der zwischen Steg und Flanschen wirkenden Langs- 


sehubkrafte 7’ (x) dargestellt. 
In gleicher Weise kann der Spannungszustand einer Saule mit I-formigem Quer- 
schnitt dann ermittelt werden, wenn im Steg statt der einzelnen mittigen Kraft zwei 


 gleichgroBe Langskrafte an symmetrisch gelegenen Stegpunkten angreifen. Als 


Anteil F, der Spannungsfunktion F, des Steges ist dann die Airysche Funktion der 


he aval stae> unendlich prevedelinten Ebene in die Rechnung einzufiihren. Aut 


_ Ingenieur-Archiv I, 4-5. : 28 


| ahidichont Wate en aber : . Einzellastangriffe im ste e (wie zum 
Beispiel von Querlasten. oder yon a ntieoen Langksraften) mit Beniitzung de 
beziiglichen Spannungsfunktionen fur die streifenformige | Scheibe® erledigt werden. 


(Hingeiengen am 26. November 1946.) 


7 


8 K. Girkmann: ape von aingellacten in der streifenformigen Scheibe. Ingenieur-Arch. 
18, 273 (1943). 


Buchbesprechungen. 


Gasanalytisches Praktikum. Von G. Wagner. 3. unveranderte Autlage. Mit 59 Abb. VI, 121 S. : 
‘Wien: F. Deuticke. 1946. S 7.50. 


Mit diesem kleinen Biichlein legt der Verfasser einen praktischen Leitfaden fiir die Pere 
von Gasanalysen vor. Das Verdienst liegt in erster Linie darin, die Verfahren der Gasanalyse, 
ey welche ein sehr wichtiges Teilgebiet der analytischen Chemie sind, als Einzeldarstellung behandelt 
oe zu haben, wahrend bisher dieses Teilgebiet meist nur als kleines Kapitel in den analytischen ~ 
Lehrbichern aufscheint. Demgem4af ist eine wesentlich ausfiihrlichere Beschreibung der einzelnen 
Methoden und der damit verbundenen, oft sehr wichtigen Details bei den eimzelnen Operationen: 25 
moglich. 

Das Buch gliedert sich in einen allgemeinen und speziellen Teil. Im allgemeinen Teil erértert. 
der Verfasser in sehr versténdlicher Form zundchst die rundlagen der Gasanalyse, wie Gas- — 
ae gesetze, die modernen gasanalytischen Apparate in ihrer Funktion und Handhabung. Der spezielle % 
ss Teil behandelt ausfihrlich die Bestimmungsmethoden der Gase: Kohlensiure, Kohlenoxyd, — 

ss Sauerstoff, Wasserstoff, Kohlenwasserstoffe, Stickoxyd und schwefelhaltige Gase. Im Anschlu8 ar 
an diese Bestimmungsverfahren werden verschiedene spezielle gasanalytische Untersuchungen, 

wie die Rauchgasanalyse, Heizwertbestimmung eines brennbaren Gases, Bestimmung der Dichte a 
eines Gases, Bestimmung von Wasser-, Benzol- oder Quecksilberdimpfen in Gasen, beschrieben. 
Nicht unberiicksichtigt bleiben die Verfahren zur Bestimmung der Edelgase. Den Abschlu8 3 
bildet ein Abschnitt tiber Mikrogasanalyse. : a 

Beim Studium dieses Praktikums erkennt man nicht nur in der knappen, alles Unwesentliche _ 
weglassenden Darstellung die Hand des Konners, sondern weiters die groBen praktischen Erfah- 


_ Yungen, tiber die der Verfasser auf diesem Gebiete verfiigt und die er in klarer und sehr ver- 4 
standlicher Form dem Leser vermittelt. a : 
_ Es ware nur zu wiinschen, da8 dieser guten Darstellung, einer an sich praktisch nicht leicht 4 
zu beherrschenden Arbeitsmethodik, wie es insbesondere bei komplizierteren Gasanalysen der a 
Fall ist, eine weite Verbreitung zuteil wird. M. Niessner, Wien. = 


Atome und Strahlen. Von G. Ortner. Mit 25 ‘Textabb. IV, 868. Wien: Springer-Verlag 1947. S 
In Osterreich: 8 6.—. Im Ausland: sfr 4.50. = 
Ein bekannter Fachmann behandelt in dieser Schrift in leichtfaBlicher Wee: alles das, was 

im weitesten Sinne zum Verstandnis der heute im Vordergrund des Interesses stehenden Atom-_ 


eee 


energieverwertung vonnéten ist. Die einzelnen Abschnitte behandeln: Aufbau der Materie. — 4 
Struktur der Atome. Die radioaktiven Substanzen. Historisches zur Frage der Naturstoffe und = 
der Stoffumwandlung. Die kimstliche Atomumwandlung. -Erzeugung ‘schneller Korpuskular- 
strahlen. Die Bauelemente der Materie. Die kosmische Strablung. a 

Auch der Verlag hat sich angestrengt, der Schrift eine gediegene Ausstattung zu geben. 
Wer immer, etwa Mittelschulbildung vorausgesetzt, Interesse fir die Errungenschaften der.) a8 
neueren und neuesten Atomforschung hat, wird das Bichlein mit Genu8 lesen. ee 
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